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§ 6. Четырехугольники 

№ 1. На рисунках 114-116 представлены три фигуры, каждая 
из которых состоит из четырех точек и четырех последо-
вательно соединяющих их отрезков. Какая из этих фигур 
является четырехугольником? 

Задача решена в учебнике на стр. 67 п. 50. 

№ 2. Постройте какой-нибудь четырехугольник PQRS. Ука-
жите его противолежащие стороны и вершины. 

Противолежащие стороны: PS и 
QR; а также PQ и SR. 
Противолежащие вершины: P и R; 
а также Q и S. 

№ 3. Сколько можно построить параллелограммов с верши-
нами в трех заданных точках, не лежащих на одной пря-
мой? Постройте их. 

Можно построить три разных параллелограмма с таким свойст-
вом: 

B D2

CA  

BD1

CA  

B

D3

CA

 
№ 4. Боковая сторона равнобедренного треугольника равна 5 м. 

Из точки, взятой на основании этого треугольника, прове-
дены две прямые, параллельные боковым сторонам. Най-
дите периметр получившегося параллелограмма. 

∠ADC1. — внешний для ∆DC1С 
так что 

∠ADC1 = ∠DC1C + ∠C1CD  
∠ADC1 = ∠ADA1 + ∠A1DC1  
так что 

∠DC1C + ∠C1CD = ∠ADA1 +  
+ ∠A1DC; 
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накрест лежащие углы ∠A1DC и ∠DC1C равны. Поэтому 
∠C1CD=∠ADA1. Но ∠C1CD = ∠A1AD, поэтому ∠A1AD = ∠A1DA, а 
значит, ∆AA1D — равнобедренный и AA1 = A1D. Аналогично дока-
зывается, что DC1 = C1C. 

)(2)(2 111111
AABADABAP DBCA +⋅=+⋅=  = 2ּАВ = 2·5 м = 10 (м). 

Ответ: 10 м. 

№ 5. Расстояния от точки пересечения диагоналей параллело-
грамма до двух его вершин равны 3 см в 4 см. Чему рав-
ны расстояния от нее до двух других вершин? Объясните 
ответ. 

 По свойству диагоналей параллелограмма расстояния от точки 
пересечения диагоналей параллелограмма до противолежащих 
вершин параллелограмма равны соответственно расстояниям до 
двух его вершин, то есть 3 и 4 см. 

№ 6. Через точку пересечения диагоналей параллелограмма 
проведена прямая. Докажите, что отрезок ее, заключен-
ный между параллельными сторонами, делится этой точ-
кой пополам. 

Задача решена в учебнике на стр. 69 п. 52. 

№ 7. В параллелограмме ABCD через точку пересечения диа-
гоналей проведена прямая, которая отсекает на сторонах 
ВС и AD отрезки ВЕ = 2м и AF = 2,8 м. Найдите стороны 
ВС и AD. 

Рассмотрим ∆ AOF и ∆ЕСО. 
Точка О делит диагональ АС 

пополам, поэтому АО=ОС. 
∠AOF = ∠ЕОС (как верти-

кальные); 
∠FAO = ∠ECO (как накрест лежащие). 
Тогда, ∆AOF = ∆ЕСО (по стороне и прилежащим к ней углам). 

А, значит, AF = ЕС = 2,8 м. 
ВС = ВЕ + ЕС = 2 м + 2,8 м = 4,8 м . 
Аналогично, ВЕ = FD = 2 м, 
AD = AF + FD = 2,8 м + 2 м = 4,8 м, 
ВС = AD = 4,8 м. 
Ответ: 4,8 м. 
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№ 8. У параллелограмма ABCD АВ = 10 см, ВС = 15 см. Чему 
равны стороны AD и CD? Объясните ответ.  

AB=CD и BC=AD по свойству про-
тиволежащих сторон параллелограм-
ма. Поэтому AD=15 см и CD=10 см.  

Ответ: 10 см; 15 см. 

№ 9. У параллелограмма ABCD ∠А = 30°. Чему равны углы 
В, С, D? Объясните ответ. 

 
∠А и ∠В —  односто-

ронние углы при пересе-
чении параллельных ВС и 
AD секущей АВ, поэтому 

∠А + ∠В = 180°, от-
куда ∠В = 180° - 30° = 150°. ∠А=∠С и ∠В=∠D по свойству проти-
волежащих углов параллелограмма. То есть ∠С=30о  и ∠D=150о. 
Ответ: 150°; 30о; 150°. 

№ 10. Периметр параллелограмма ABCD равен 10 см. Найдите 
длину диагонали BD, зная, что периметр треугольника 
ABD равен 8 см. 

 
PABCD=2ּ(AB+AD), поэтому AB+AD=

2
1 PABCD=

2
1  · 10 см = 5cм. 

РABD = АВ + AD + BD = 8 см, 
Откуда  BD=8 см - (AB+AD)=8 см – 5 см=3 см 
Ответ: 3 см. 

№ 11. Один из углов параллелограмма равен 40°. Найдите ос-
тальные углы. 

Задача аналогичная № 9. См. решение задачи № 9.  
Ответ: 140°; 40° и 140°. 
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№ 12. Найдите углы параллелограмма, зная, что один из них 
больше другого на 50°. 

Такие углы не могут быть противолежащими, так как они не 
равны. Значит, они прилежащие и их сумма равна 180°. Пусть 
один из углов равен х, тогда другой равен х+50о, по условию. 

Следовательно x+(x+50о)=180о; 2х=180о – 50о; 2x = 130о; x = 65о. 
Так что ∠1 = 65°; ∠2 = 65° + 50° = 115°; ∠3 =∠1= 65° и 

∠4=∠2=115о (по свойству углов противолежащих углов паралле-
лограмма). 
Ответ: 65°; 65°; 115°; 115°. 

№ 13. Может ли один угол параллелограмма быть равным 40°, 
а другой — 50°? 

Такие углы не могут быть противолежащими , так как они не 
равны. Они не могут быть прилежащими к одной стороне паралле-
лограмма, так как их сумма равна 90°,а сумма прилежащих углов 
равна 180о. Значит, не существует параллелограмма, у которого 
один угол равен 50°, а другой — 40°. 
Ответ: не может. 

№ 14. Диагональ параллелограмма образует с двумя его сторо-
нами углы 25° в 35о. Найдите углы параллелограмма. 

 
Диагональ параллелограмма делит ∠1 на два угла 25° и 35°, по-

этому  
∠1=25°+  35° = 60°. 
∠2 = ∠1 = 60°  
(противолежащие углы). 

∠1 + ∠3 = 180° (∠1 и ∠2 прилежащие). Поэтому 
∠3 = 180° - 60° = 120°. 
∠4=∠3 = 120° (противолежащие углы). 

Ответ: 60°; 60°; 120°; 120°. 

№ 15. Найдите все углы параллелограмма, если сумма двух из 
них равна: 1) 80°; 2) 100°; 3) 160°. 
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Во всех трех случаях углы не 
могут быть прилежащими, так как 
их сумма не равна 180о. А значит 
они противолежащие, а значит сле-

довательно равные. 

1)
⎩
⎨
⎧

°=∠
°=∠=∠⇒

⎩
⎨
⎧

°=∠+∠
°=∠+∠

1403
4021

18031
8021 . 

2) и З) выполняются аналогично. 
Ответ: 1) 40°; 40°; 140°; 140°; 2) 50°; 50°; 130°; 130°; 3) 80°; 80°; 
100°; 100°. 

№ 16. Найдите все углы параллелограмма, если разность двух 
из них равна: 70°; 2) 110°; 3) 140°. 

Данные углы не могут быть противолежащими, так как если бы 
они были противолежащими, то разность между ними равнялось 
бы 0о. То есть они прилежащие к одной стороне, а значит их сумма 
равна 180о. Обозначим градусную меру меньшего угла за х, полу-
чим: 

1) x + 70о — градусная мера второго угла; 
x + x + 70о = 180о; 2х = 110о; 
x = 55о, то есть 
∠1 = 55°; ∠2 = 125°. 
∠3 и ∠4 соответственно противолежащие углам 1 и 2. А значит 

∠3=∠1=55о, ∠4=∠2=125о. 
2) и З) решаются аналогично. 

Ответ: 1) 55°; 55°; 125°; 125°; 2) 35°; 35°; 145°; 145°; 3) 20°; 20°; 
160°; 160°. 

№ 17. В параллелограмме ABCD точка Е — середина стороны 
ВС, а F — середина стороны AD. Докажите, что четы-
рехугольник BEDF — параллелограмм. 

 
Докажем, что ∠EDF и ∠BFD —  односторонние для прямых 

ED и BF и секущей FD и их сумма равна 180°, а значит, прямая 
BF║ED и, тогда, четырехугольник BEDF — параллелограмм. 
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Рассмотрим ∆ ABF и ∆ CDE: 
АВ = СD — противоположные стороны параллелограмма. 
∠А = ∠С — противоположные углы параллелограмма. 

AF = СЕ , так как CEBCADAF ===
2
1

2
1  

Значит, ∆ ABF = ∆CDE — по двум сторонам и углу между ни-
ми. Следовательно ∠CED=∠AFB. Но ∠CED = ∠EDF  (накрест ле-
жащие для параллельных ВС и AD и секущей ED). Значит 
∠EDF=∠AFB. Поэтому ∠EDF + ∠BFD = ∠AFB + ∠BFD = 180°, 
так как ∠AFB и ∠BFD — смежные углы. Тогда, BF║ED и четы-
рехугольник BEDF — параллелограмм. Что и требовалось дока-
зать. 

№ 18. Докажите, что если у четырехугольника две стороны па-
раллельны и равны, то он является параллелограммом. 

Задача решена в учебнике на стр. 70 п. 53. 

№ 19. В параллелограмме ABCD проведена биссектриса угла А, 
которая пересекает сторону ВС в точке Е. Чему равны от-
резки ВЕ и ЕС, если АВ = 9 см, AD = 15 см? 

∠BAE = ∠EAD (так как АЕ — биссектриса ∠BAD). К тому же 
∠ВЕA=∠EAD (накрест лежащие углы при параллельных ВС и AD 
и секущей АЕ). А значит 

∠ВАЕ = ∠ВЕA . Тогда, 
∆ АВЕ — равнобедренный 
и АВ= ВЕ = 9 см (боковые 
стороны). ВС = AD=15 см; 
ВС = ВЕ + ЕС; 
15=9+EC,  
откуда EC=6 см. 
Ответ: ВЕ=9 см; ЕС=6 см. 
 

№ 20. Две стороны параллелограмма относятся как 3:4. а пери-
метр его равен 2,8 м. Найдите стороны. 

Пусть одна сторона равна 3х, тогда вторая 4х. P = (4х + Зх)·2; 
то есть 14х=2,8 м. и х=0,2 м. Далее, 3х =3·0,2 м =0,6 м. и 
4х =4·0,2 м. = 0,8 м. 

Противоположные стороны параллелограмма равны. Так что 
стороны параллелограмма 0,6 м; 0,6 м; 0,8 м; 0,8 м. 

Ответ: 0,6 м; 0,6 м; 0,8 м; 0,8 м. 
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№ 21. В параллелограмме ABCD перпендикуляр, опущенный из 
вершины В на сторону АD, делит ее пополам. Найдите 
диагональ BD и стороны параллелограмма, если извест-
но, что периметр параллелограмма равен 3,8 м, а пери-
метр треугольника ABD равен 3 м. 

∆ ABD — равнобедренный, так 
как ВО является одновременно вы-
сотой и медианой. Значит АВ = BD. 
АВ=CD (противоположные стороны 
параллелограмма). Значит  BD= CD. 

 
PABCD=2(AB+AD) и PABCD=3,8 м 

PABD=AB+BD+AD=2AB+AD. PABD=3 м. Так что, 
PABCD – PABD = 2AB + 2AD – AB – BD – AD = 2AD-AD=AD. 

То есть AD=0,8 м 

BD = 
2
1 (PABD - AD) = 

2
1 (3 м - 0,8 м) = 1,1 м. AD = ВС = 0,8 м; 

АВ = DC = 1,1 м. 
Ответ: BD = 1,1 м.; стороны ABCD равны 0,8 м; 1,1 м; 0,8 м; 1,1 м. 

№ 22. Постройте параллелограмм: 1) по двум сторонам и диа-
гонали; 2) по стороне и двум диагоналям. 

1) Построим ∆ACD по трем 
сторонам (две стороны равны 
сторонам параллелограмма, а 
третья сторона — диагональ па-
раллелограмма). Через вершины 
С и А проведем прямые, парал-

лельные сторонам AD и DC, соответственно точка пересечения В бу-
дет являться четвертой вершиной искомого параллелограмма ABCD. 

2) Диагонали параллелограмма точ-
кой пересечения делятся пополам. По-
строим треугольник по трем сторонам 
(первая сторона является стороной па-
раллелограмма, две другие равны поло-
вине диагоналей). На продолжении сто-
роны АО отложим отрезок ОС = АО, а 

на продолжении стороны DO отложим отрезок ОВ = DO. Точки В 
и С являются вершинами искомого  параллелограмма ABCD. 

№ 23. Постройте параллелограмм: 1) по двум сторонам и углу; 
2) по диагоналям и углу между ними. 
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1) Строим ∆ABC по двум сто-
ронам и углу. Через вершины В и 
C проводим прямые, параллель-
ные сторонам АС и AВ, соответ-
ственно, точка пересечения С яв-
ляется четвертой вершиной 
искомого параллелограмма ABCD. 

2) Строим ∆ ВСО по двум сто-
ронам, которые являются полови-
нами данных диагоналей, и углу 
между ними. Далее на продолже-
ниях сторон ВО и СО и откладыва-
ем отрезки OD и ОА, соответствен-
но равные половинам диагоналей. 
Получаем искомый параллелограмм ABCD. 

№ 24. Докажите, что если у параллелограмма все углы равны, 
то он является прямоугольником. 

Задача доказана в учебнике на стр. 71 п. 54. 

№ 25. Докажите, что если в параллелограмме хотя бы один 
угол прямой, то он является прямоугольником. 

Пусть один из углов равен 90°, тогда, прилежащий угол равен 
90°, т.к. их сумма равна 180о. У каждого из этих углов есть проти-
волежащие, равные им углы. Тогда все четыре угла прямые и ис-
комый параллелограмм  является прямоугольником. Что и требо-
валось доказать. 

№ 26. Докажите, что если у параллелограмма диагонали равны, 
то он является прямоугольником. 

 
Пусть ABCD — параллелограмм. О — точка пересечения диа-

гоналей. АС = DB (по условию), тогда,  

ACABOBDOOCAO
2
1

2
1

===== Значит ∆АОВ и ∆ВОС — равно-

бедренные. Пусть ∠ВОС=х. Следовательно ∠ОВС=
2
1  (180°-х). 
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∠АОВ = 180° - х, ∠АВО = 
2
1  (180° - ∠АОВ) = 

2
1  (180° - 180° +  

+ x) = 
2
1 x. ∠АВС = ∠АВО + ∠ОВС = 

2
1 x + 

2
1  (180° - x) = 

2
1 x +  

+ 90° - 
2
1 x = 90°. То есть ∠В=90о. 

Аналогично доказывается, что остальные углы параллелограмма 
тоже прямые. Следовательно, данный параллелограмм является 
прямоугольником. 

№ 27. Бетонная плита с прямолинейными краями должна иметь 
форму прямоугольника. Как при помощи бечевки прове-
рить правильность формы плиты? 

У правильной плиты должна быть форма прямоугольника, а 
значит противолежащие стороны и диагонали должны быть равны. 
Это можно проверить с помощью бечевки. 

№ 28. Биссектриса одного из углов прямоугольника делит сто-
рону прямоугольника пополам. Найдите периметр пря-
моугольника, если его меньшая сторона равна 10 см.  

 
Заметим, что 
∠1 = ∠2 (так как АО — биссектриса). 
∠2 = ∠3 (как накрест лежащие углы для прямых ВС, AD и се-

кущей АО). 
Значит, ∠1 = ∠3 и ∆ AВO — равнобедренный. Поэтому АВ = 

ВО = 10 см (стороны равнобедренного треугольника). 
ВО = ОС (по условию). Значит, ОС = 10 см, ВС = ВО + ОС =  

= 10 см + 10 см = 20 см. 
РABCD = 2·(АВ + ВС) =2· (10 + 20) = 60 см. 

Ответ: 60 см. 

№ 29. В прямоугольнике точка пересечения диагоналей отстоит 
от меньшей стороны на 4 см дальше, чем от большей сто-
роны. Периметр прямоугольника равен 56 см. Найдите 
стороны прямоугольника. 
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Пусть расстояние от точки пересечения до большей стороны равно x 
см, тогда расстояние до меньшей (х+4) см. РABCD=2·(АВ+ВС)=56 см. 

ВС =2· (х + 4); АВ = 2х; 2·(x + 4) + 2х = 56: 2; 4х = 20; 
x = 5. АВ = 2х=10 (см); ВС =2(х+4)= 18 (см). 

Ответ: 10 см; 18 см. 

№ 30. Из одной точки окружности проведены две взаимно пер-
пендикулярные хорды , которые удалены от центра на 6 
см и 10 см. Найдите их длины. 

Опустим из центра О перпендикуляры 
OC1 и ОВ1 на данные хорды АС и АВ. Че-
тырехугольник AC1OB1— прямоугольник, 
поэтому  
AВ1 = ОС1 = 10 см; 

АС1 = B1O = 6 см. 
Рассмотрим ∆AOВ. Он равнобедренный, 

так как АО = ОВ = r, ОВ1 — перпендикуляр, 
проведенный к основанию равнобедренного треугольника, а зна-
чит является и медианой. Поэтому, АВ1 = В1В, и значит АВ = 
= 2АВ1 =  20 см. 

Аналогично доказывается, что 
АС = 2AC1 = 2·6 см = 12 см; 

Ответ: 20 см; 12 см. 

№ 31. В прямоугольный треугольник, каждый катет которого 
равен 6 см, вписан прямоугольник, имеющий с треуголь-
ником общий угол. Найдите периметр прямоугольника. 
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По условию АВ = АС = 6 см, значит ∆АВС — равнобедренный, 
поэтому 

∠В = ∠С = 
2
1  (180° - 90°) = 45°. 

Рассмотрим ∆BDB1.  
∠B1 = 90° (по условию), ∠В = 45°, значит ∠B1DB=180°–  

– (90°+45°) = 45°. 
Значит ∆BDB1 — равнобедренный, так как ∠В = ∠B1DB = 45°, 

поэтому BB1 = B1D. 
=

11DCABP 2(АВ1+B1D)=2(AB1+B1B)=2AB=2·6 см =12 см.  
Ответ: 12 см. 

№ 32. В равнобедренный прямоугольный треугольник вписан 
прямоугольник так, что две его вершины находятся на 
гипотенузе, а две другие — на катетах. Чему равны сто-
роны прямоугольника, если известно, что они относятся 
как 5: 2, а гипотенуза треугольника равна 45 см? 

 

∆AВC — равнобедренный, отсюда ∠А=∠С=
2
1 (180о-90о)=45о 

∆AFK и ∆CEL — равнобедренные , так как ∠AKF=180o–∠F– 
–∠A=180o – 90o – 45o = 45o=∠A и аналогично ∠ELK=∠C Поэтому 
AF = FK и LE=EC. 

К тому же KF = LE (стороны прямоугольника), так что  
AF = KF = LE = ЕС. 

Пусть FK=2х, а KL=5х. Тогда AF=EC=FK=2x и FE=KL=5x. По-
лучим 

АС = AF + FE + ЕС = 2х + 5х + 2х = 9х = 45; откуда 
х = 5. Далее, FK = 2х = 10 см; KL = 5х = 25 см. 

Ответ: 10 см; 25 см. 

№ 33. Докажите, что если у параллелограмма диагонали пер-
пендикулярны, то он является ромбом. 

Задача доказана в учебнике на стр. 72 п. 55. 

№ 34. Докажите, что если диагональ параллелограмма является 
биссектрисой его углов, то он является ромбом. 
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Пусть АС биссектриса и диагональ в параллелограмме ABCD, 

тогда ∠ВАС = ∠CAD. 
∠ВСА = ∠CAD (как накрест лежащие углы для параллельных 

ВС и AD и секущей АС). 
Тогда, ∠ВАС = ∠ВСА, а значит ∆АВС — равнобедренный с 

основанием АС. Значит, АВ = ВС. По свойству параллелограмма 
АВ = CD, ВС = AD, как противоположные стороны. 

Итак, все стороны параллелограмма ABCD равны, значит, он 
ромб. Что и требовалось доказать. 

№ 35. Углы, образуемые диагоналями ромба с одной из его 
сторон, относятся как 4:5. Найдите углы ромба. 

Диагонали ромба являются биссектрисами его углов. Пусть по-
ловина меньшего угла равна 4х, следовательно весь угол будет ра-
вен 8х. Половина большего угла тогда равна 5х, а весь угол 10х. 
Так как эти углы являются прилежащими к одной стороне их сум-
ма равна  180°. 

То есть, 8х + 10х = 180о; откуда х=10о. Тогда углы ромба равны 
8х и 10х, то есть 80°; 100°. 
Ответ: 80°; 80°; 100°; 100°. 

№ 36. Докажите, что четырехугольник, у которого все стороны 
равны, является ромбом. 

Пусть АВ = ВС = CD = AD . 
Рассмотрим ∆AВC и ∆ADC. Они 

равнобедренные, так как 
АВ=ВС и CD=AD. 
Далее AB=CD, BC=AD и 
АС — общая. 
Значит ∆АВС = ∆ADC (по трем 

сторонам). Поэтому ∠ВАС =∠ ACD. 
А эти углы являются накрест лежащими для прямых АВ и CD и 
секущей АС. 
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Значит, АВ║CD. Аналогично доказывается что ВС║AD. Зна-
чит, данный четырехугольник — параллелограмм с равными сто-
ронами, то есть — ромб. 

Что и требовалось доказать. 

№ 37. В ромбе одна из диагоналей равна стороне. Найдите уг-
лы ромба. 

 
AD = CD (стороны ромба), и AD = АС (по условию). 
Значит, АС = CD = AD, поэтому ∆ACD — равносторонний, и 
∠D = 60° (угол равностороннего треугольника). 
∠А + ∠D = 180° так как ∠А и ∠D — прилежащие к одной сто-

роне ромба. 
Откуда ∠D = 120°. 
∠B=∠D=60o и ∠С=∠А=120о – как противолежащие углы ром-

ба. 
Так что углы ромба 60°; 60°; 120°; 120°. 60°; 60°; 120°; 120°. 

№ 38. Постройте ромб: 1) по углу и диагонали, исходящей из 
вершины этого угла; 2) по диагонали и противолежаще-
му углу. 

1) Строим данный угол и проводим биссектрису. От вершины  
биссектрисы откладываем диагональ АВ и делим ее пополам, точ-
кой О. Проводим перпендикуляр через точку О к диагонали АВ, 
который пересекает стороны угла в точках С и D, которые являют-
ся вершинами искомого ромба. 
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2) Пусть дан угол α и диагональ d. Необходимо построить ромб, в 
котором один из углов равен а, а противолежащая диагональ равна d. 

  
Предположим, что существует ромб ABCD, в котором диаго-

наль BD = d, и ∠BAD=a. 

 

Диагональ АС — биссектриса ∠BAD и АС ⊥ BD. Проведем че-

рез точку A прямую МN ⊥ АС и отложим отрезки АМ = AN = 
2
1 d, 

по разные стороны от точки А, следовательно, MNBD — прямо-
угольник. 

Построим ∠BAD = α. Проведем биссектрису АС угла BAD. Че-
рез точку А проведем прямую МN ⊥ а и от точки А отложим  

АМ = AN = 
2
1 d. Проведем через М и N прямые, параллельные АС,  

точки пересечения этих прямых со сторонами угла BAD обозна-
чим соответственно В и D. Раствором циркуля, равным АВ, прове-
дем дугу с центром В, при этом, точку пересечения дуги с прямой 
а обозначим С. Получим четырехугольник ABCD. 

Докажем, что ABCD — ромб в котором ∠BAD = α и BD = d. 
∠BAD = α — по построению. 
Так как MNBD — прямоугольник по построению, то отрезок 

АО — серединный перпендикуляр к BD и ∆BAD — равнобедрен-
ный (АВ=AD); ОС — серединный перпендикуляр в ∆BCD, значит, 
∆BCD — равнобедренный (ВС = CD). Так как АВ = ВС по по-
строению, то АВ=ВС=CD=AD и ABCD — ромб с ∠BAD = α. 

По построению BD = МN = d, значит, ABCD — искомый ромб. 
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№ 39. Постройте ромб: 1) по стороне и диагонали; 2) по двум 
диагоналям. 

 

1) Построим диагональ АС. Строим треугольник АВС по трем 
сторонам АВ, ВС, АС, где 

АВ = ВС — данные стороны ромба, а 
АС — диагональ ромба. 
Через точку А проводим прямую, параллельную ВС, а через 

точку С прямую, параллельную АВ. Точку пересечения данных 
прямых обозначим D ABCD – искомый ромб. 

 
2) Строим диагональ CD и проводим к ней серединный перпен-

дикуляр. От точки О на серединном перпендикуляре в разные сто-

роны откладываем отрезки ОА и ОВ равные 
2
1  от длины второй 

диагонали. Точки А, В, С, D — вершины искомого ромба. 

№ 40. Докажите, что если диагонали прямоугольника пересе-
каются под прямым углом, то он есть квадрат. 

Задача доказана в учебнике на стр. 73 п. 56. 

№ 41. В равнобедренный прямоугольный треугольник, каждый 
катет которого 2 м, вписан квадрат, имеющий с ним об-
щий угол. Найдите периметр квадрата. 
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АВ = АС = 2 м. 
∆B1BD и ∆C1CD — равнобедренные (доказательство аналогич-

но задаче № 31 § 6). Значит 
ВВ1 = B1D (боковые стороны равнобедренных треугольников). 
B1D = АВ1 (стороны квадрата). 
Тогда, АВ1 = В1В = B1D . 
Значит АВ=2АВ1 =2 м; АВ1 = 1 м. 

11DCABP  = 4АВ1 = 4 ·1 = 4 м. 
Ответ: 4 м. 

№ 42. Дан квадрат ABCD. На каждой из его сторон отложены 
равные отрезки: АА1 = ВВ1 = СС1 = DD1. Докажите, что 
четырехугольник A1B1C1D1 есть квадрат. 

Рассмотрим ∆AD1A1, ∆DC1D1, ∆CB1C1, 
∆ВA1В1. 

АА1 = DD1 = CC1 = BB1 (по условию). А 
значит и AD1 = DC1 = СВ1 = ВA1. 

∠А = ∠D = ∠С = ∠В = 90° (т.к. ABCD 
— квадрат). Тогда, ∆AD1A1 = ∆DC1D1 = 
∆СВ1С1 = ∆ВА1В1 (по двум катетам). Зна-
чит, A1D1 = D1C1 = C1B1 = B1A1, а также 
∠AD1A1 = ∠ВA1В1. 

∠AD1A1 + ∠AA1D1 = 90° (сумма острых углов прямоугольного 
треугольника). Значит, ∠ВA1В1 + ∠АА1D1 = 90°. А так как 

∠AA1D1 + ∠D1A1B1 + ∠ВА1B1 = 180°, то 
∠D1A1B1 = 180° – (∠ВА1В1+∠АА1D1)=90о. 
 Аналогично доказывается, что и остальные углы четырех-

угольника А1В1С1D1 прямые. Тогда, данный четырехугольник 
A1B1C1D^ является квадратом. Что и требовалось доказать. 

№ 43. Диагональ квадрата равна 4 м. Сторона его равна диаго-
нали другого квадрата. Найдите сторону последнего. 
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Пусть в квадрате ABCD диагональ АС = 4 м. Диагонали квад-
рата равны, в точке пересечения делятся пополам и взаимно пер-
пендикулярны, поэтому, ∆ВОС — равнобедренный и прямоуголь-
ный. Достроив его до прямоугольника ВОСК, получим квадрат с 
диагональю, равной стороне данного квадрата . Тогда его сторона 

ОС = 
2
1 АС = 2 м. 

Ответ: 2м. 

№ 44. Дан квадрат, сторона которого 1 м, диагональ его равна 
стороне другого квадрата. Найдите диагональ последне-
го. 

Пусть в квадрате ABCD сторона АВ 
= 1м. Продолжим сторону АD и на 
продолжении от точки D, отложив от-
резок DO = AD, аналогично продолжим 
CD, отложив отрезок DK = CD. 

Получим четырехугольник АСОК, в 
котором диагонали АО и СК в точке 
пересечения делятся пополам, а также 
равны и взаимно перпендикулярны, значит, АСОК — квадрат, диа-
гонали которого АО = СК = 2AD = 2 · 1 м = 2 м. 
Ответ: 2 м. 

№ 45. В квадрат вписан прямоугольник так, что на каждой сто-
роне квадрата находится одна вершина прямоугольника 
и стороны прямоугольника параллельны диагоналям 
квадрата. Найдите стороны прямоугольника, зная, что 
одна из них вдвое больше другой и что диагональ квад-
рата равна 12 м. 

∠ВOA = 90° (диагонали квадрата пе-
ресекаются под прямым углом). 

∠ВOA = ∠A1O1A = 90° (как соответ-
ственные углы для параллельных пря-
мых BD и A1D, и секущей АС). 
АС — биссектриса, поэтому ∠А1АО1 =  

= ∠O1AD1 = 
2
1

∠А=45°. 

Значит, ∠АА1О1 = ∠AD1O1 = 45°. 
∆A1AD1 — равнобедренный; так как АО1 является высотой, бис-
сектрисой, а значит и медианой. Значит А1О1 = O1D1. ∆AO1D1 — 
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равнобедренный, значит, АО1 = O1D1. Так что, A1O1=AO1=O1D1. 
Пусть отрезок А1О1=x м,  тогда A1D1=2x м и А1В1=2A1D1=4 м. 

Далее, АС=АО1 + O1O2 + О2С=АО1 + A1В1 + О2С, x+4x+x= 12; 
6х = 12 м; x = 2 м. Тогда A1D1 = 2х = 2·2 м = 4 м; 
А1B1 = 4x = 8 м. 
A1D1 = В1С1 = 4 м; А1B1 = D1C1 = 8 м. 

Ответ: 4 м; 8 м. 

№ 46. В равнобедренный прямоугольный треугольник вписан 
квадрат так, что две его вершины находятся на гипотену-
зе, а другие две — на катетах. Найдите сторону квадрата, 
если известно, что гипотенуза равна 3 м. 

 
∆АВС — прямоугольный равнобедренный, тогда, 

∠AВС = ∠АСВ = 
2
1  (180°-90о)=45о. 

∆DKC — равнобедренный, так как 
∠DKC = 90°; ∠ACK = 45°, тогда, и ∠KDC = 45°. Значит DK = 

КС. Аналогично и ∆BLE — равнобедренный и ВЕ = LE. LE = 
=KD=EK – стороны квадрата.  Пусть ВЕ=х м. Тогда ЕК=КС=х м . 
ВС = ВЕ + ЕК + КС  = Зх м = 3 м; x = 1 м. Откуда ЕК = 1 м.  
Ответ: 1 м. 

№ 47. Из данной точки проведены к окружности две взаимно 
перпендикулярные касательные, радиус окружности 10 
см. Найдите длины касательных (расстояние от данной 
точки до точки касания). 
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Касательная перпендикулярна радиусу в точке касания. Поэто-
му ∠А = ∠D = 90°; ∠В = 90° по условию, а значит, и ∠О = 90°. Че-
тырехугольник ABDO — прямоугольник. АО = OD=10 см (радиу-
сы). Тогда BD=AO=10 см и АВ=OD=10 см (как противоположные 
стороны прямоугольника). 
Ответ: 10 см. 

№ 48. Разделите данный отрезок АВ на 3 равных части. 
Задача решена в учебнике на стр. 74 п. 57. 

№ 49. Разделите данный отрезок на указанное число равных 
частей: 1) 3; 2) 5; 3)6. 

См. решение задачи № 48. 
1)n = 3, 2) n = 5, 3) n = 6. 

 

№ 50. Стороны треугольника равны 8 см, 10 см, 12 см. Найдите 
стороны треугольника, вершинами которого являются 
середины сторон данного треугольника. 

Пусть точки А1, В1, С1 — сере-
дины сторон ∆AВC. 

Тогда A1C1, A1В1, В1C1 — сред-
ние линии данного треугольника 
АВС. Значит 

A1C1 = 
2
1 ּ АС = 

2
1 ·12 см = 6 см; 

A1В1 = 
2
1 ּ АВ = 

2
1 ·8 см = 4 см; B1C1 = 

2
1 ּ ВС = 

2
1 ·10 см = 5 см. 

Ответ: 4 см; 5 см; 6 см. 
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№ 51. Периметр треугольника равен 12 см, середины сторон 
соединены отрезками. Найдите периметр полученного 
треугольника. 

Воспользуемся задачей № 50. 
Отрезки, соединяющие середины сторон треугольника, являют-

ся средними линиями и равны половине их длин . PABC = AB + BC + 

СА = 12 см; 
111 CBAP  = 

2
1 AB + 

2
1 ВС + 

2
1  АС = 

2
1  (АВ+ВС + АС) = 

= 
2
1 ·12 см = 6 см.   Ответ: 6 см. 

№ 52. Средняя линия равнобедренного треугольника, парал-
лельная основанию, равна 3 см. Найдите стороны тре-
угольника, если его периметр равен 16 см. 

A1C1║АС; А1С1 = 2
1 AC=3 см; АС=6 см. 

∆ABC— равнобедренный, значит 
АВ = ВС . Тогда 
PABC = АС + АВ + ВС = АС +  
+ 2АВ = 6 см + 2АВ = 16см. 
2АВ = 10 см; АВ = ВС = 5 см. 

Ответ: 6 см; 5 см; 5 см. 

№ 53. Как построить треугольник, если заданы середины его 
сторон? 

При построении воспользуемся свойством средней линии тре-
угольника. 

Соединим три точки, которые являются серединами сторон 
треугольника. Получим треугольник. Через каждую вершину дан-
ного треугольника проводим прямую, параллельную противопо-
ложной стороне. Точки пересечения таких прямых и образуют ис-
комый треугольник. 

№54. Докажите, что вершины треугольника равноудалены от 
прямой, проходящей через середины двух его сторон. 
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Проведем AD ⊥ DK; ВО ⊥ DK; СК ⊥ DK (где DK – продолже-
ние А1С1). 

∆ ADA1, ∆A1OВ, ∆ВОС1 и ∆С1КС — прямоугольные. 
Рассмотрим ∆ ADA1 и ∆ ВОА1: 
AA1 = A1В (так как А1 – середина АВ). ∠DA1A = ∠ВА1О (вер-

тикальные углы). Значит ∆ADA1 = ∆BOA1 (по гипотенузе и остро-
му углу). Поэтому AD=ВО. Аналогично доказывается, что  
∆ ВОС1 = ∆ СКС1 и ВО = СК. Значит AD = ВО = СК. А значит, 
вершины А, В и С равноудалены от прямой DK, проходящей через 
середины сторон АВ и ВС. Что и требовалось доказать. 

№ 55. Докажите, что середины сторон четырехугольника явля-
ются вершинами параллелограмма. 

Задача доказана в учебнике на стр. 74 п. 58. 

№ 56. Найдите стороны параллелограмма из предыдущей зада-
чи, если известно, что диагонали четырехугольника рав-
ны 10 м и 12 м. 

Используем решение задачи № 55 (см. рис. 134 на стр. 91 учеб-
ника). 

EF — средняя линия ∆ АВС. 

Значит EF= м5м10
2
1

2
1

==AC , а HG=EF – противолежащая сторона, 

то есть HG=5 м 
EH — средняя линия ∆ABD. 

Значит EH = 
2
1 BD = 

2
1 ·12 м = 6 , а FG=EH – противолежащая 

сторона, то есть EH = FG = 6 м.  
Ответ: 5 м; 6 м. 

№ 57. У четырехугольника диагонали равны a и b. Найдите пе-
риметр четырехугольника, вершинами которого являют-

ся середины сторон данного четырех-
угольника. 

В двух предыдущих задачах было 
доказано, что сторона параллелограмма 
равна половине диагонали четырех-
угольника, которой она параллельна. 

Значит, четырехугольник A1B1C1D1 

— параллелограмм; со сторонами A1B1= 2
1 a и B1C1= 2

1 b. 
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babaCBBAP DCBA +=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=+=

2
1

2
122)(2 11111111  

Ответ: a + b. 
№ 58. Докажите, что середины сторон прямоугольника явля-

ются вершинами ромба. И наоборот, середины сторон 
ромба являются вершинами прямоугольника. 

1) Четырехугольник ABCD — 
прямоугольник, Е, F, К и H— се-
редины его сторон. 

Четырехугольник EFKH — па-
раллелограмм (см. решение задачи 
№ 55). 

∆ EBF = ∆ KCF (так как 
ЕВ=СК и ВF=FC). Значит  EF = 

FK, где EF и FK -  стороны параллелограмма. Значит, EFKH — 
ромб. 

2) Пусть четырехугольник 
ABCD является ромбом и Е, F, К, H 
— середины его сторон. 

Четырехугольник EFKH — па-
раллелограмм (см. задачу №55). Его 
стороны параллельны диагоналям 
ромба (как средние линии), а они 
перпендикулярны, значит, углы четырехугольника EFKH — пря-
мые. Значит, четырехугольник EFKH — прямоугольник. 

Что и требовалось доказать. 
№ 59. Боковая сторона трапеции разделена на три равные час-

ти, и из точек деления проведены к другой стороне от-
резки параллельные основаниям. Найдите длины этих 
отрезков, если основания трапеции равны 2 м и 5 м. 

B1C1 — средняя линия тра-
пеции A1BCD1. Пусть В1C1 = у м. 
A1D1 — средняя линия трапеции 
AB1C1D. Пусть A1D1 = x м. То-
гда: 

;
2

2
11

xCB +
=  xCB += 22 11 ; 

xy += 22  ;
2

5
11

+
=

yDA ;52 1 += yDA  ;52 += yx  52 −= xy  
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Получим систему уравнений: 

⎩
⎨
⎧

−=
+=

,52
22
xy

xy  

2·(2х - 5) = 2 + x, 
4х - 10 = 2 + x, 
Зх = 12, 
x = 4. у = 2·4 – 5 = 3. Значит, 
A1D1 = 4 м. B1C1 = 3 м. 

Ответ: 3 м; 4 м. 

№ 60. Докажите, что у равнобокой трапеции углы при основа-
нии равны. 

Задача решена в учебнике на стр. 76 п. 59. 

№ 61. Чему равны углы равнобокой трапеции, если известно, 
что разность противолежащих углов равна 40°? 

Известно, что у равнобокой трапеции сумма противолежащих 
углов равна 180°. Пусть градусная мера одного угла равна х, а про-
тиволежащего ему — у. Получим систему: 

⎩
⎨
⎧

=−
=+

,40
180

yx
yx

 Складываем равенства: 

2х=220, х=110, из первого уравнения у=180 – х = 180 – 110 = 70. 
Углы при основании у равнобокой трапеции равны. 

Ответ: 70°; 110° 

№ 62. В равнобокой трапеции большее основание равно 2,7 м, 
боковая сторона равна 1 м, угол между ними 60°. Найди-
те меньшее основание. 

 
Пусть ABCD — равнобокая трапеция. 
Тогда АВ = CD, и ∠А = ∠D, тогда, ∆ АВВ1 = ∆ DCC1  

(где ВВ1 ⊥ AD и CC1 ⊥ AD). 

StudyPort.ru



 25 

Из равенства треугольников следует, что АВ1 = DC1. ∆ ABB1 — 
прямоугольный, ∠А = 60° (по условию), тогда, ∠АВВ1 = 30°, зна-
чит 

AB1 = 
2
1 АВ = 

2
1 ·1 м = 0,5 м (катет, лежащий против угла 30, 

равен 
2
1  гипотенузы). Значит и DC1 =AB1=0,5 м. 

ВС = В1С1 (противоположные стороны прямоугольника 
BCC1B1) 

Тогда AD=2,7 м, AD=АВ1+В1С1+C1D=2АВ1+ВС = 2·0,5 м + ВС. 
2,7 м = 1 м + ВС; ВС = 1,7 м. 

Ответ: 1,7 м. 

№ 63. В равнобокой трапеции высота, проведенная из вершины 
тупого угла, делит большее основание на отрезки 6 см и 
30 см. Найдите основания трапеции. 

Воспользуемся решением и рисунком задачи № 62. В решении 
задачи № 62 мы доказали, что  АВ1 = C1D = 6 см. Далее 

B1D = 30 см, 
B1D = В1С1 + C1D, B1C1=B1D–C1D=30 см – 6 см =24 см, 
В1С1 = ВС = 24 см. 
AD = АВ1 + B1D = 6 см + 30 см = 36 см. 

Ответ: 36 см; 24 см. 

№64*. Меньшее основание равнобокой трапеции равно боковой 
стороне, а диагональ перпендикулярна боковой стороне. 
Найдите углы трапеции. 

 
Рассмотрим ∆AВC: 
АВ = ВС, значит, ∆ABC равнобедренный и ∠ВАС = ∠ВСА. 

Пусть ∠ВАС = ∠ВСА = х°. 
 Но ∠CAD = ∠ACВ (как накрест лежащие при параллельных 

прямых AD и ВС и секущей АС). Значит ∠CAD = х°. Значит, АС 
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— биссектриса угла BAD. В равнобокой трапеции углы при осно-
вании равны, тогда 
∠D = ∠BAD = 2х°. 

Рассмотрим ∆ACD: 
∠CAD = х°; ∠D = 2х°; ∠ACD = 90°. 
Составим уравнение: x + 2х + 90 = 180; откуда получим 
3х = 90; x = 30, то есть 
∠ВАС = 30°;∠BAD = ∠CDA = 2 · ∠ ВАС = 2 · 30° = 60°. 
∠AВС = ∠BCD = ∠АСВ + ∠ АСD = 30° + 90° = 120°. 

Ответ: 60°; 60°; 120°; 120°. 

№ 65. По одну сторону от прямой а даны две точки А и В на 
расстояниях 10 м и 20 м от нее. Найдите расстояние от 
середины отрезка АВ до 
прямой а. 

Проведем АА1 ⊥ а; ВВ1 ⊥ а; CC1 
⊥ а . АС = СВ (С — середина отрез-
ка АВ). Четырехугольник ABB1A1 
— прямоугольная трапеция. Отре-
зок CC1параллелен основаниям АА1 и ВВ1 (перпендикуляры, про-
веденные к одной прямой, параллельны), поэтому 

СС1 — средняя линия трапеции АВВ1А1. А значит, 

15
2

м20м10
2

11
1 =

+
=

+
=

BBAACC м. 

Ответ: 15 м. 

№ 66. По разные стороны от прямой а даны две точки А и В на 
расстояниях 10 см и 4 см от нее. Найдите расстояние от 
середины отрезка АВ до прямой а. 

 

Построим точки В1 и А1 на расстояниях 10 см и 4 см от прямой 
а, так что AA1⊥a и BB1⊥a. Через точку С середину отрезка АВ, 
проведем к прямой а перпендикуляр СС1. 
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В1В║СС1║АА1. АС = СВ (по построению). ВС1 = С1А1. Рас-
смотрим ∆ AВA1. СС1 — средняя линия ∆ AВA1, поэтому 

СС1 = 
2
1 АА1 = 

2
1  · 20 см = 10 см. 

Рассмотрим трапецию FKBA1. ОС1 — средняя линия трапеции. 

поэтому ОС1 = 
2

см10см4
2

1 +
=

+ FAKB
 = 7 см. А значит, 

СО = СС1- ОС1 = 10 см - 7 см = 3 см. 
Ответ: 3 см. 

№ 67. Основания трапеции относятся как 2:3, а средняя линия 
равна 5 м. Найдите основания. 

Пусть длина меньшего основания трапеции равна 2х, а больше-
го  3х. Средняя линия трапеции равна полусумме основания. То 
есть 

2
325 xx +

= ; 

10 = 5х; х = 2. 
Меньшее основание равно 2 · 2 м = 4 м, большее — 3 · 2 м =6 м. 

Ответ: 4 м; 6 м. 

№ 68. Концы диаметра удалены от касательной к окружности 
на 1,6 м и 0,6 м. Найдите длину диаметра. 

 
АА1 ⊥ а; ОО1 ⊥ а; ВВ1 ⊥ a; 
тогда, АА1║ОО1║ВВ1 
АО = ВО = ОО1. — радиусы одной окружности. 
A1O1 = O1В1 
АА1 = 0,6 м; ВВ1 = 1,6 м. 
ОО1 — средняя линия трапеции AA1В1В. Поэтому 

1,1
2

м6,1м6,0
2

11
1 =

+
=

+
=

BBAAOO м. 

АВ =АО+ОВ= 2·ОО1 = 1,1м · 2 = 2,2 м. Диаметр равен 2,2 м. 
Ответ: 2,2 м. 
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№ 69. Средняя линия трапеции 7 см, а одно из ее оснований 
больше другого на 4 см. Найдите основания трапеции. 

Средняя линия трапеции равна полусумме оснований. Пусть 
длина меньшего основания равна x см, большего — (х + 4) см. 

Средняя линия равна 7 см. Тогда, 
2

)4(7 ++
=

xx
; то есть 

14 = 2х + 4; 2х = 10; x = 5. 
5см — одно основание, второе основание: 5 см + 4 см = 9 см. 

Ответ: 5 см; 9 см. 

№ 70. Высота, проведенная из вершины тупого угла равнобо-
кой трапеции, делит большее основание на части, имею-
щие длины a и b (а > b). Найдите среднюю линию трапе-
ции. 

 
Пусть ABCD — равнобокая трапеция. 
АВ1 = b; B1D = а (по условию); 
∆AВВ1 = ∆DCC1 (см. задачу № 62), отсюда АВ1 = C1D = b. 
ВС = B1C1 = а – b (ВСС1В1 — прямоугольник). 
Средняя линия трапеции состоит из средних линий ∆АВС и 

∆ACD. То есть 

22
1

1
baBCOO −

== , 
22

1
21

baADOO +
== . 

aababaOOOOOO ==
+

+
−

=+=
2

2
222112 . 

Ответ: а. 

№ 71*. Постройте трапецию по основаниям и боковым сторо-
нам. 

Пусть даны отрезки а, b, с, d, такие, что в трапеции ABCD с ос-
нованиями AD и ВС AD = а; ВС = b; 

АВ = с; DC = d (AD > ВС). 
Пусть есть трапеция ABCD, удовлетворяющая таким условиям. 
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a – b
 

Проведем в трапеции ABCD прямую СК║АВ, пересекающую 
AD в точке К. Получим параллелограмм АВСК, в котором СК = 
АВ = с; АК = ВС = b. 

Далее рассмотрим ∆KCD: 
КС = с; CD = d; KD = а - b. 
Данный треугольник можно построить по трем известным сто-

ронам. Тогда 
Построим трапецию ABCD по плану: 
1. На произвольной прямой от точки А отложим отрезок  

AD = а, на этом отрезке от точки А отложим отрезок АК = b. 
2. Построим ∆KCD со сторонами KD = а - b; 
КС = с; CD = d. 
3. Построим параллелограмм АКСВ, для этого проведем через 

точки А и С прямые параллельные прямым СК и АК и пересекаю-
щиеся в точке В. 

Докажем, что получившийся четырехугольник ABCD — иско-
мая трапеция. 

AD = а (по построению). ВС║АК, ВС║AD, так как АВСК — 
параллелограмм по построению. ВС = b (по построению). 

Если ВС║AD, ВС = b; AD = а, то ABCD — трапеция с основа-
ниями AD = а, ВС = b, удовлетворяющими условию задачи. 

CD = d; СК = с (по построению). 
АВ = СК = с, так как АВСК — параллелограмм. Боковые сторо-

ны CD и АВ удовлетворяют условию задачи. 
Итак, ABCD — искомая трапеция. 
Заметим, что задача имеет решения только если можно постро-

ить ∆KCD со сторонами d; с; а – b. Это возможно тогда и только 
тогда, когда одна сторона меньше суммы двух других, но больше 
разности двух других, то есть, при условиях: 

⎩
⎨
⎧

−+>
−+<

⎩
⎨
⎧

−−>
−+<

,

),(

abcd
bacd
bacd

bacd
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⎩
⎨
⎧

+>+
+<+

,cbad
cabd  

Так как в данной полуплоскости относительно KD можно по-
строить только один ∆KCD с заданными сторонами, то решение, 
то есть искомая трапеция, будет единственным. 

№ 72*. Постройте трапецию по основаниям и диагоналям. 
Даны отрезки а, b, d1 и d2. Необходимо построить трапецию 

ABCD (с основаниями AD и ВС, AD > ВС), такую, что  
AD = а; ВС = b; АС = d; BD = d2. 

Допустим, что ABCD — искомая трапеция. 
Тогда на продолжении AD отложим отрезок DE = b. Следова-

тельно, DBCE — параллелограмм, так как две его стороны ВС и 
DE параллельны и равны. Поэтому стороны BD и СЕ параллельны 
и равны: BD=CE=d2. 

 
Рассмотрим ∆АСЕ. АС = d1; СЕ = d2; АЕ = а + b. 
План построения трапеции: 
1) На произвольной прямой отложим отрезок AD = а. На про-

должении AD отложим отрезок DE = b. 
2) Построим ∆АСЕ по известным сторонам АЕ = а + b; АС = d1; 

СЕ = d2. 
3) Через точку С проведем прямую, параллельную АЕ, и на 

этой прямой от точки С в ту же полуплоскость относительно СЕ, 
где и точка А, отложим отрезок СВ = b. 

4) Получим четырехугольник ABCD. Докажем, что ABCD ис-
комая трапеция. 

ВС║AD (по построению). Так как AD ≠ ВС (по условию), то 
ABCD не является параллелограммом, а значит, является трапеци-
ей с основаниями AD = а, ВС = b (по построению). 

По построению диагональ АС = d1; СЕ = d2. Так как BCED — 
параллелограмм (его противоположные стороны ВС и DE по по-
строению параллельны и равны), то BD = СЕ = d2. 

Значит, диагонали АС и BD равны соответственно d1 и d2, и 
следовательно, ABCD — искомая трапеция. Заметим, что задача 
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имеет решения не всегда, а только в случае если можно построить 
∆АСЕ со сторонами в + b, d1 и d2. Это возможно тогда и только то-
гда, когда одна сторона больше разности двух других и меньше 
суммы двух других, то есть, когда |d2 – d1 |< а + b < d2 + d1. В этом 
случае ∆АСЕ определяется однозначно и задача имеет единствен-
ное решение. В других случаях ∆АСЕ построить нельзя и задача 
решений не имеет. 

№ 73*. Даны отрезки a, b, с, d, e. Постройте отрезок 
de

abcx = . 

 
Даны пять отрезков: а, b, с, d, e. Необходимо построить отрезок 

de
abcx = . Построим сначала отрезок данной 

d
aby = , а затем иско-

мый отрезок 
de

abcx = . 

Построим  любой острый угол с вершиной О и на одной сторо-
не этого угла отложим отрезки OD = d и ОА = а, а на другой сто-
роне отрезок ОВ = b.  

Через точку А проведем прямую, параллельную BD, которая 
пересечет луч ОВ в точке Y. 

Так как BD║АY, то 
OB
OY

OD
OA

= ; y
d
ab

OD
OBOAOY ==

⋅
= . 

 
Далее, на стороне ОА отложим отрезки ОС = с и ОЕ = е. Через 

точку С проведем прямую, параллельную YЕ и пересекающую ОВ 
в точке X. Так как УЕ║ХС, то 

OC
OE

OX
OY

= ; 
de

abc
e

cy
OE

OCOYOX =
⋅

=
⋅

=  

Обозначим ОХ=х – искомый отрезок. 
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№ 74*. 1). В треугольнике АВС проведены медианы AA1 и ВВ1, 
которые пересекаются в точке М. В треугольнике АМВ 
проведена средняя линия PQ. Докажите, что четырех-
угольник A1B1PQ — параллелограмм. 
2) Докажите, что любые две медианы треугольника в 
точке пересечения делятся в отношении 2:1, считая от 
вершины. 
3) Докажите, что все три медианы треугольника пересе-
каются в одной точке. 

 

1) Так как PQ — средняя линия ∆АМВ, то PQ║АВ и  

PQ = 
2
1 АВ. 

A1B1 — средняя линия ∆АCВ; поэтому 

A1B1║AB и A1B1 = 
2
1  АВ. Так как A1B1║AB и PQ║AB, то 

PQ║A1B1. А так же .BAABPQ 112
1

==  

Значит, четырехугольник A1В1PQ — параллелограмм, так как 
две его стороны параллельны и равны, чем доказано первое утвер-
ждение. 

2) Докажем, что медианы АА1 и ВВ1 в точке пересечения делят-
ся в отношении 2:1, считая от вершины. PQ — средняя линия 
∆АМВ, следовательно АР = РМ = х; BQ = QM = у. Выше мы дока-
зали, что A1B1PQ — параллелограмм, значит, его диагонали в точ-
ке пересечения делятся пополам, то есть А1М = РМ = х и 
В1М=MQ=Y. 

Получаем  
BМ:МВ1 = 2у:у = 2:1; 
АМ:МA1 = 2х:х = 2:1; 
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Чем доказано второе утверждение задачи. 
3) Проведем третью медиану СС1, которая пересекает медиану 

АА1 в некоторой точке и, согласно доказанному во второй части 
задачи, эта точка должна делить медиану АА1 в отношении 2:1, 
считая от точки А. Так как положение такой точки на отрезке оп-
ределяется однозначно, то она совпадает с точкой М. Значит, СС1 
проходит через точку М. То есть все три медианы пересекаются в 
одной точке. Что и требовалось доказать. 
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§ 7. Теорема Пифагора 

№ 1. Постройте угол, косинус которого равен: 1) 
5
3 ; 2) 

9
4 ;  

3) 0,5; 4) 0,8. 
Построим прямоугольный треугольник, у которого отношение 

катета к гипотенузе равно заданному значению косинуса. А значит  
угол треугольника, прилежащий к этому катету, является искомым 
углом. 

l)
5
3cos =α ; 2) 

9
4cos =α ; 

    

3)cos α = 0,5; 4) 
5
4cos =α  

0,5 = 
2
1  0.8 = 

5
4

10
8

=  

№ 2. У прямоугольного треугольника заданы катеты а и в. 
Найдите гипотенузу, если: 
1) а = 3, b = 4; 2) a = 1, b = 1; 3) a = 5, b = 6. 

Если с — гипотенуза, а и b — катеты, то по теореме Пифагора: 
с2 = а2 + b2; с = 22 ba + . Далее: 

1) с = 2516943 22 =+=+  = 5; 

2) с = 211 22 =+ ≈1,4; 

3) с = ≈=+=+ 61362565 22 7,8. 

Ответ: 1) 5; 2) 2  ≈ 1,4; 3) ≈61  7,8. 
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№ 3. У прямоугольного треугольника заданы гипотенуза с и 
катет а. Найдите второй катет, если: 1) с = 5, а = 3;  
2) с = 13, а = 5; 3)с = 6, а = 5. 

Если b – второй катет, то по теореме Пифагора: 
.acb,acb,bac 22222222 −=−=+=  Далее: 

1) 41692535 22 ==−=−=b ; 

2) ;1214425169513 22 ==−=−=b  

3) 3,311253656 22 ≈=−=−=b . 

Ответ: 1) 4; 2) 12; 3) ≈13  3,3. 

№ 4. Две стороны прямоугольного треугольника равны 3 м и 4 
м. Найдите третью сторону. (Два случая.) 

Данные стороны могут быть двумя катетами или одним кате-
том и гипотенузой. 

1) 
⎭
⎬
⎫

=
=
мb
мa

4
3

 катеты, тогда гипотенуза, по теореме Пифагора 

.м52516943 2222 ==+=+=+= baс  
2) а = 3 м — катет, с = 4 м — гипотенуза, с > а. Тогда второй 

катет, по теореме Пифагора: 

.м6,2791634 2222 ≈=−=−=−= acb  

Ответ: 5 м; или ≈7  2,6 м. 

№ 5. Могут ли стороны прямоугольного треугольника быть 
пропорциональны числам 5, 6, 7? 

Обозначим стороны треугольника 5х, 6х, 7х, где х — некоторый 
коэффициент. Так как треугольник прямоугольный, то по теореме 
Пифагора ( ) ( ) ( ) ,xxx 222 765 =+ то есть 493625 =+ , но это неверно. 

Значит, стороны прямоугольного треугольника не могут быть 
пропорциональны этим числам. 
Ответ: не могут. 

№ 6. Найдите сторону ромба, если его диагонали равны:  
1) 6 см и 8 см; 2) 16 дм и 30 дм; 3) 5 м и 12 м. 

Диагонали ромба перпендикулярны и в точке пересечения делятся 
пополам. Значит ∆AOВ — прямоугольный и АО= 

2
1 АС, ВО= 

2
1 BD.  
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Значит,  
1) АО=3 см; ВО=4 см 
2) АО=8 дм; ВО=15 дм 
3) АО=2,5 м; ВО=6 м 
По теореме Пифагора 

AB = 22 BOAO + , то есть 

1) 52516943 22 ==+=+=AB cм. 

2) 1728922564158 22 ==+=+=AB дм. 

3) 5,625,423625,665,2 22 ==+=+=AB м 
Ответ: 5 см; 17 дм; 6,5 м. 

№ 7. Стороны прямоугольника 60 см и 91 см. Чему равна диа-
гональ? 

Диагональ прямоугольника является гипотенузой прямоуголь-
ного треугольника с катетами, равными сторонам прямоугольника. 
Значит гипотенуза, по теореме Пифагора, равно: 

10911881828136009160 2222 ==+=+=+= bac  (см). 
Ответ: 109 см. 

№ 8. Диагональ квадрата а. Чему равна сторона квадрата? 
Обозначим сторону квадрата за х. Тогда по теореме Пифагора 

получим: 

а2 = х2 + х2; а2 = 2х2; ,ax
2

2
2 =  

.
2

2
22

2 aaax ===  

Ответ: 
2

2a . 

№ 9. Можно ли из круглого листа железа диаметром 1,4 м вы-
резать квадрат со стороной 1 м? 

Чтобы из круга диаметром 1,4 м можно 
было вырезать квадрат со стороной 1 м, 
диагональ квадрата должна быть не больше 
диаметра круга. Найдем диагональ квадрата 
по формуле 

211 22 =+=d . 
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Так что 4,196,12 ≈>=d   
То есть диагональ квадрата больше диаметра круга, а значит 

квадрат вырезать нельзя. 
Ответ: нельзя. 

№ 10. Найдите высоту равнобокой трапеции, у которой осно-
вания 5 м и 11 м, а боковая сторона 4 м. 

Проведем высоты ВВ1 и СС1 . ∆AВВ1 = ∆CC1D (по гипотенузе 
и острому углу). 

Значит АВ1 = DC1. 
ВС = B1C1 (так как ВСС1В1-

рямоугольник). 

АВ1= 2
1 (AD–В1С1)= 

2
1 (11–5)=3 м. 

∆AВВ1 — прямоугольный. Поэтому 

ВВ1 = ≈=−=−=− 791634 222
1

2 ABAB 2,6 м. 

Ответ: 7 м ≈ 2,6 м. 

№ 11. Найдите медиану равнобедренного треугольника с осно-
ванием а и боковой стороной b, проведенную к основа-
нию. 

Задача решена в учебнике на стр. 86 п. 63. 

№ 12. Могут ли увидеть друг друга космонавты, летящие над 
поверхностью Земли на высоте 230 км, если расстояние 
между ними по прямой равно 2200 км? Радиус Земли ра-
вен 6370 км. 

Пусть А и В точки, в которых находятся космонавты 
АО1 = О2В = 230 км. 
АВ = 2200 км. 
ОО1=ОО2=R=6370 км. Чтобы космонав-

ты, находящиеся в точках А и В, могли ви-
деть друг друга, надо, чтобы высота ОС ∆А-
ОВ была больше радиуса Земли. 

∆АОВ — равнобедренный, поэтому ОС 
— высота, а значит и медиана ∆АОВ, поэто-
му АС = СВ = 2200: 2 = 1100 км. 

Далее, АО=АО1+О1О=230+6370=6600 км. 
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),км(660061100351100511117100
55771001005510077)11006600)(11006600(

11006600 2222

≈⋅≈=⋅⋅⋅=

=⋅=⋅⋅⋅=+−=
=−=−= ACAOOC

 

— что больше чем R. 
Так что космонавты могут увидеть друг друга. 

Ответ: Могут. 

№ 13. В равностороннем треугольнике со стороной a найдите 
высоту. 

Проведем высоту. Она также будет являться и медианой, так 
как треугольник является равнобедренным. 

Далее по теореме Пифагора: 

.
2

33
24

3
2

22
2 aaaaah ===⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛−=  

Ответ: 
2

3a . 

№ 14. Даны отрезки a и b. Как построить отрезок: 1) 22 ba + ; 

2) 22 ba − , a > b? 
1) Даны два отрезка а и b, требуется построить отрезок 

22 ba + . Построим прямоугольный треугольник с катетами а и b. 

Его гипотенуза по теореме Пифагора равна 22 ba + , а это и есть 
искомый отрезок. 

2) Необходимо построить прямоугольный треугольник по из-
вестным гипотенузе a и катету b. Второй катет — по теореме Пи-
фагора равен 22 ba − , то есть является искомым отрезком. 

№ 15*. Даны отрезки a и b. Как построить отрезок abx = ? 

Если мы построим отрезки 
2

bam +
=  и 

2
ban −

= , то, пользуясь 

предыдущей задачей, мы сможем построить отрезок 

( ) ( ) xabbabanm ==
−

−
+

=−
44

22
22 — искомый отрезок. 

.
4

4
4

22
4

)(
4

)( 222222
ababbabababababa

==
−+−++

=
−

−
+
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abbaba
=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ + 22

22
 

abbaba
=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ + 22

22
 

То есть, если построить отрезки ,
2

,
2

banbam −
=

+
=  

то .22 nmab −=  

 

Теперь построим отрезки 
2

bam +
= ; 

2
ban −

= , 

на луче АС отложим АВ = а, ВС = b. 

АС = а + b, разделив его пополам, получим АМ = 
2

ba +  = m. 

От точки В отложим на луче ВА отрезок BN1 = b, получим AN1 

= а - b, разделив его пополам, получим AN = 
2

ba −  = n. 

№ 16. Между двумя фабричными зданиями устроен покатый 
желоб для передачи материалов. Расстояние между зда-
ниями равно 10 м, а концы желоба расположены на вы-
соте 8 м и 4 м над землей. Найдите длину желоба. 

 
Проведем ВО⊥CD. Четырехугольник, ABOD — прямоуголь-

ник, значит, АВ = DO = 4 м; AD = ВО = 8 м. 
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СО = CD – OD = 8м – 4 м = 4м. ∆ВОС — прямоугольный, по 
теореме Пифагора получим: 

ВС = ≈=+=+=+ 11616100410 2222 COBO 10,8 м. 
Ответ: длина желоба ≈116 10,8 м. 

№ 17. Докажите, что если треугольник имеет стороны а, b, с и 
a2 + b2 = с2, то у него угол, противолежащий стороне с, 
прямой. 

Задача доказана в учебнике на стр. 86 п. 63. 

№ 18. Чему равен угол треугольника со сторонами 5, 12, 13, 
противолежащий стороне 13? 

Стороны треугольника 5, 12, 13. 
Треугольник со сторонами 5, 12, 13 — прямоугольный, так как 

52 + 122 = 132 (см. задачу № 17). 
Значит сторона, равная 13, является гипотенузой, так как она 

больше катетов и противолежащий ей угол равен 90°. 

№ 19. На стороне АВ треугольника АВС взята точка X. Докажи-
те, что отрезок СХ меньше по крайней мере одной из 
сторон АС или ВС. 

Задача доказана в учебнике на стр. 87 п. 65. 

№ 20. Докажите, что расстояние между любыми двумя точками на 
сторонах треугольника не больше большей из его сторон. 

 
Пусть в ∆АВС АС — большая сторона, К ∈АВ, М ∈ВС. 
Рассмотрим ∆ ВКС. Согласно результату задачи № 19, можно 

утверждать, что КМ < КВ или КМ < КС. 
Если КМ<КВ, то КВ<АВ, а значит и КМ<АВ, но так как АС — 

большая сторона, то АВ < АС, значит и КМ < АС. 
Если КМ < КС, то согласно задаче № 19 для ∆АВС можно ут-

верждать, что КС < ВС или КС < АС, но так как АС — большая 
сторона, то КС < АС, а значит, и КМ < АС. Так что  КМ < АС в 
любом случае. 

Что и требовалось доказать. 
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№ 21. Даны прямая и точка С на расстоянии h от этой прямой. 
Докажите, что из точки С можно провести две и только 
две наклонные длины l, если I > h. 

 
Проведем CD⊥AB, CD=h (по условию). 
Отложим от точки D на прямой отрезки АD и DB, равные 

22 hl − . Получим, что 

llhhlhhlAC ==+−=+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −= 22222

2
22  

Аналогично СВ = l (по теореме Пифагора). Третьей наклонной 
не может быть по свойству наклонных. Что и требовалось дока-
зать. 

№ 22*. Докажите, что прямая, отстоящая от центра окружности 
на расстояние, меньшее радиуса, пересекает окружность 
в двух точках. 

Пусть дана окружность с центром О и радиусом R и прямая а, 
отстоящая от центра на расстояние h < R. 

Так как R > h, то из точки О можно провести две и только две 
наклонные длиной R (см. задачу № 21 § 7). Обозначим эти наклон-
ные ОС1 и ОС2. Так как ОС1 = OC2 = R, то точки С1 и С2 лежат на 
окружности с центром О и радиусом R. А значит, прямая а имеет с 
окружностью две общие точки. В задаче № 14* § 5 было доказано, 
что окружность и прямая не могут иметь более двух общих точек. 

 

Значит, если расстояние от центра окружности до прямой 
меньше радиуса, то прямая пересекает окружность в двух и только 
двух различных точках. Что и требовалось доказать. 
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№ 23. Докажите, что любая хорда окружности не больше диа-
метра и равна диаметру только тогда, когда сама являет-
ся диаметром. 

Задача решена в учебнике на стр. 88 п. 66. 

№ 24. Докажите, что точки А, В, С лежат на одной прямой, ес-
ли: 1) АВ = 5 м, ВС = 7 м. АС = 12 м; АВ = 10,7,  
ВС = 17.1, АС = 6,4. 

 
АВ + ВС=12=АС АС+АВ=6,4+10,7=17,1=ВС 
 
Так как расстояние между двумя из этих точек равно сумме 

расстояний от них до третьей точки, значит, эти точки лежат на 
одной прямой. Что и требовалось доказать. 

№ 25. Докажите, что любая сторона треугольника больше раз-
ности двух других его сторон. 

Пусть стороны треугольника а, b, с. 
В любом треугольнике каждая сторона меньше суммы двух 

других сторон (неравенство треугольника). 
а + b > с, тогда, а > с - b, 
а + с > b, тогда, с > b - а, 
b + с > a, тогда, b > а - с. 
Так что любая сторона больше разности двух его сторон. Что и 

требовалось доказать. 

№ 26. Может ли у параллелограмма со сторонами 4 см и 7 см 
одна из диагоналей быть равной 2 см? 

Диагональ разбивает параллелограмм на два треугольника со 
сторонами 2 см, 4 см, 7 см, но неравенство треугольника не вы-
полняется, так как 7 см < 2 см + 4 см — неверно, значит диагональ 
не может быть равной 2 см. 
Ответ: не может. 

№ 27. В треугольнике одна сторона равна 1,9 м, а другая — 
0,7 м. Найдите третью сторону, зная, что ее длина равна 
целому числу метров. 

В треугольнике каждая сторона, меньше суммы двух других 
сторон, но больше их разности. Пусть x — третья сторона тре-
угольника, а = 1,9 м, b = 0,7 м – две другие стороны. Тогда 
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a - b < x < a + b, так что 
1,9 - 0,7 < x < 1.9 + 0,7; 1,2 < x < 2,6. 
Так как x — целое число, то x = 2. 

Ответ: 2 м. 

№ 28*. Докажите, что медиана треугольника АВС, проведенная 
из вершины А, меньше полусуммы сторон АВ и АС. 

 
Пусть в ∆АВС медиана АА1. Нужно доказать, что 

2
1

ACABAA +
<  

Продолжим медиану AA1 за А1 и на продолжении отложим A1D= 
=АA1. Тогда полученный четырехугольник ABDC будет параллело-
граммом, так как его диагонали AD и ВС в точке пересечения делят-
ся пополам, значит, BD = АС. К тому же AD=2АА1. 

В ∆ABD сторона меньше суммы двух других сторон, то есть 
AD < АВ + BD, 2АА1 < АВ + АС. 

AA1<
2

ACAB + . 

Что и требовалось доказать. 

№ 29*. Известно, что диагонали четы-
рехугольника пересекаются. Докажите, что 
сумма их длин меньше периметра, но 
больше полупериметра четырехугольника. 

Пусть диагонали АС и BD четырех-
угольника ABCD пересекаются в точке О. 
Нужно доказать, что АС + BD больше по-
лупериметра четырехугольника ABCD, но 
меньше периметра. Применяя неравенство 
треугольника для ∆ АОВ, ∆ ВОС,  

∆ COD, ∆ AOD получим: 
АО + ОВ > АВ. 
ВО + ОС > ВС, 

 +  ОС + OD > DC, 
АО + OD > AD, 
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Сложив почленно неравенства, получим: 
2ОВ + 2ОС + 2OD + 2АО > АВ + ВС + CD + AD; 
2((ВО + OD) + (АО + ОС)) >РABCD. 

2(BD + АС) > РABCD, BD + AC>
2
1 PABCD. 

Рассмотрев неравенство треугольника для ∆ АВС, ∆ ADC, ∆ 
DAB, ∆ DCB, получим: 

АС < АВ + ВС, 
 +  АС < AD + DC, 

BD < АВ + AD, 
BD < ВС + CD. 

2АС + 2BD < 2АВ + 2ВС + 2CD + 2AD, АС + BD < РABCD. 

2
1 PABCD < АС + BD < РABCD. 

Что и требовалось доказать. 

№ 30. Отрезки АВ и CD пересекаются в точке О. Докажите, что 
сумма расстояний от любой точки плоскости до точек А, 
В. С и D не меньше, чем ОА + ОВ + ОС + OD. 

 
Используя неравенство треугольника для ∆ ABX и ∆ CDX по-

лучим: 
АХ + ВХ ≥АВ, АВ = АО + ОВ, 
СХ + DX ≥CD, CD = СО + OD, то есть 
AX + ВХ + СХ + DX ≥ АВ + CD, 
AX + ВХ + СХ + DX ≥ АО + ОВ + СО + OD. 
Что и требовалось доказать. 

№ 31*. На прямолинейном шоссе требуется указать место авто-
бусной остановки так, чтобы сумма расстояний от нее до 
населенных пунктов А и В была наименьшей. Рассмот-
рите два случая: 1) населенные пункты расположены по 
разные стороны от шоссе; 2) населенные пункты располо-
жены по одну сторону от шоссе. 
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1) 

 
Обозначим шоссе а. 
Если А и В лежат по разные стороны от а, то остановка О 

должна быть в точке пересечения отрезка АВ с а. Если О1 не лежит 
на АВ, то по неравенству треугольника в  ∆ AO1В  сумма двух сто-
рон треугольника больше третьей стороны; то есть ВО1 + АО1> АВ, 
ВО1 + АО1 > ВО + АО, значит, ВО + АО = АВ — наименьшая сумма 
расстояний от остановки О до населенных пунктов А и В. И точка 
О – искомая. 

2) 

 
Построим точку В1, симметричную В относительно прямой а. 

Пусть точка О — точка пересечения АВ1 и а. Тогда сумма расстоя-
ний от О до А и В1 будет наименьшей. Так как ОВ = ОВ1 то и сум-
ма расстояний от О до А и В тоже будет наименьшей и АО + ОВ = 
АВ1. 

№ 32. Могут ли стороны треугольника быть пропорциональ-
ными числам 1, 2, 3? 

Пусть х, 2х, 3х, — стороны треугольника, а х некоторый коэффи-
циент. Воспользуемся неравенством треугольника: х + 2х > 3х. Но 
это неверно. Значит такого  треугольника не существует. 
Ответ: не могут. 

№ 33. Докажите, что в треугольнике каждая сторона меньше 
половины периметра. 
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Пусть а, b, с — стороны треугольника. По неравенству тре-
угольника: 

c<a + b, c + c<a + b + c, 2c<a + b + c. 

2
cbac ++

<  

2
Pc <  

Что и требовалось доказать. 

№ 34. Внутри окружности радиуса R взята точка на расстоянии 
d от центра. Найдите наибольшее и наименьшее расстоя-
ния от этой точки до точек окружности. 

 

Пусть D — произвольная точка на окружности. 
По неравенству треугольника: OD≤ ОС+CD, R ≤ d+CD, CD ≥ R - d. 
Здесь равенство достигается только при совпадении точек D и В. 
CD ≤ OD + ОС, 
CD ≤ R + d 
Здесь равенство достигается только при совпадении точек D и А. 

Значит, наименьшее расстояние CD равно R – d, а наибольшее R + d. 
Ответ: R + d; R - d. 

№ 35. Вне окружности радиуса R взята точка на расстоянии d 
от центра. Найдите наибольшее и наименьшее расстоя-
ния от этой точки до точек окружности. 

Задача решается  аналогично предыдущей. 
Ответ: R + d; R - d. 

№ 36. Могут ли пересекаться окружности, центры которых на-
ходятся на расстоянии 20 см, а радиусы 8 см и 11 см? 
Объясните ответ. 

Пусть О1, и O2 — центры окружностей. Если окружности пере-
секаются в некоторой точке D, то должно быть: 

О1,D + О2D ≥ O1O2(по неравенству треугольника), то есть 
R1 + R2 ≥ d, 
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8 + 11 ≥ 20 — неверное неравенство, а значит, окружности не 
могут пересекаться. 
Ответ: не могут. 

№ 37. Могут ли пересекаться окружности, центры которых на-
ходятся на расстоянии 5 см, а радиусы 6 см и 12 см? 
Объясните ответ. 

 
Допустим, что данные окружности пересекаются в точке А. 

Следовательно O1A = R1 = 6 см, O2A = R2 = 12 см, O1O2 = 5 см. Со-
гласно неравенству треугольника АО2 ≤ AO1 + O1O2, то есть 12 ≤ 6 
+ 5, что неверно. Значит окружности не пересекаются.  
Ответ: не могут. 

№ 38*. Докажите, что в задаче 36 окружности находятся одна 
вне другой, а в задаче 37 окружность радиуса 6 см нахо-
дится внутри окружности радиуса 12 см. 

1) Надо доказать, что если расстояние между центрами окруж-
ности 20 см, а радиусы 8 см и 11 см, то окружности находятся одна 
вне другой. 

 

Примем O1, O2— центры окружностей, а R1, R2 — их радиусы; 
О1О2 = 20 см, R1 = 8 см, R2 = 11 см. 

Допустим, что эти окружности имеют общую внутреннюю точку 
А, следовательно О1А ≤ R1, О2А ≤ R2. Так как для любых трех точек 
расстояние между любыми двумя из них не больше суммы расстоя-
ний от них до третьей точки, то O2O1 ≤ О1А+О2А, O1O2 ≤ R1+R2 так 
как О1А ≤ R1, О2А. ≤ R2 Получим 20 ≤ 8 + 11, 20 ≤19, что неверно, а 
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значит, окружности не имеют общих внутренних точек и лежат одна 
вне другой. 

2) Надо доказать, что если O1O2 = 5 см, а R1 = б см, R2 = 12 см, 
то окружность с центром О1 и радиусом R1, находится внутри вто-
рой окружности с центром О2 и радиусом R2. 

 
Первая окружность находится внутри второй, если все точки 

первой окружности являются внутренними точками второй ок-
ружности. 

Предположим, что существует точка В на первой окружности, 
которая лежит вне второй окружности. 

Следовательно ВО1 = R1; ВО2 > R2 
ВО1 = 6 см; ВО2 > 12 см. 
По неравенству треугольника для точек В, О1, О2 получим: 
BO2 ≤ ВО1 + O1O2; 
ВО2≤ 6 + 5; 
BO2 ≤ 11 см. 
Получили противоречие (BO2 > 12; ВО2 ≤ 11). Значит, все точки 

первой окружности являются внутренними точками второй ок-
ружности, то есть первая окружность лежит внутри второй. 

№ 39. Могут ли пересекаться окружности с радиусами R1 и R2 
и расстоянием между центрами d, если R1 + R2 < d? 

Пусть О1 и O2 — центры окружностей. Если окружности пере-
секаются в некоторой точке D, то по неравенству треугольника: 

O1D + О2D ≥ O1O2,, то есть R1 + R2 ≥ d. Но по условию задачи 
R1 + R2 < d. Так что окружности пересекаться не могут. 
Ответ: не могут. 
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№ 40*. Даны три положительных числа а, b, с, удовлетворяю-
щие условиям а ≤ b ≤ с < а + b. Докажите последова-
тельно утверждения: 

1) a
c

bac
<

−+
<

2
0

222
, 

2) существует прямоугольный треугольник BCD, у кото-

рого гипотенуза ВС = а, а катет BD = 
c

bac
2

222 −+ ; 

3) треугольник АВС, у которого ВС = а, АВ = с, а рас-

стояние BD равно 
c

bac
2

222 −+ , имеет сторону AС = b. 

1) Докажем, что для трех положительных чисел а, b, с, таких 
что 0 < а ≤ b ≤ с < а + b, выполняется неравенство: 

a
c

bac
<

−+
<

2
0

222
, 

c
abcbc

c
abc

c
bac

2
))((

2
)(

2

2222222 ++−
=

+−
=

−+  

По условию с ≥ b, а значит (с - b) ≥ 0, а так как а, b, с положи-

тельные числа, то 0
2

))(( 2
>

++−
c

abcbc , то есть 

0
2

222
>

−+
c

bac  

Рассмотрим разность =−
−+ a

c
bac

2

222
 

c
bacbac

c
bac

ac
bacac

c
acbac

2
))((

2
)(

)2(
2

2

22

222222

+−−−
=

−−
=

=
−−+

=
−−+

=
 

По условию с < a + b, следовательно с - а - b < 0, с ≥ а, следова-
тельно c – a ≥ 0,a c – a + b > 0, так как b – положительное число 

так что 0
2

))((
<

+−−−
c

bacbac . 

Чем доказано неравенство a
c

bac
<

−+
<

2
0

222
. 

2) Докажем, что существует прямоугольный ∆BCD, у которого 
гипотенуза ВС = а, катет 
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BD = 
c

bac
2

222 −+  

 

Мы доказали, что а, 
c

bac
2

222 −+ положительное число, причем 

a
c

bac
<

−+
2

222
. Можно построить отрезок ВС = а и отрезок BD = 

c
bac

2

222 −+ , причем BD < ВС, так как 

BD = )(
2
1 22

c
bc

c
a

−+ , а отрезки 
c

aax ⋅
= ; 

c
bby ⋅

=  можно по-

строить способом построения четвертого пропорционального от-
резка. Следовательно, можно построить прямоугольный ∆BDC (по 
катету и гипотенузе) с прямым углом D, катетом BD и гипотенузой 
ВС. 

3) Докажем, что ∆АВС, в котором ВС = а, АВ = с, а расстояние 

BD = 
c

bac
2

222 −+ , имеет сторону АС = b. 

Рассмотрим прямоугольный ∆BDC, в котором BD =  

= 
c

bac
2

222 −+  и ВС = а. 

По теореме Пифагора отрезок CD = 
2222

2
2 ⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ −+
−

c
baca  — 

катет в ∆ BDC. 

AD=AB-BD=
c

baсс
2

222 −+
−  

∆ ACD – тоже прямоугольный, так что 

AC2=AD2+CD2=

( ) .

22
222222

2222
2

2222

babacc

c
baca

c
bacс

=+−+−=

=⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ −+
−+⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ −+
−  

Так что AC=b 
Что и требовалось доказать. 
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№ 41. Даны три положительных числа а, b, с. Докажите, что 
если каждое из этих чисел меньше суммы двух других, 
то существует треугольник со сторонами а. b, с. 

Пусть числа а, b, с расположены в порядке их возрастания, то 
есть а ≤ b ≤ с. Так как каждое из чисел меньше суммы двух других, 
по условию то с < а + b. Значит а, b, с удовлетворяют условиям за-
дачи № 40, и существует треугольник со сторонами а, b, с. 

Что и требовалось доказать. 

№ 42. Можно ли построить треугольник со сторонами: 
1) a = 1 см, b = 2 см, с = 3 см; 
2) a = 2 см, b = 3 см, с = 4 см; 
3) a = 3 см, b = 7 см, с = 11 см; 
4) a = 4 см, b = 5 см, с = 9 см? 

Если большая сторона меньше суммы двух других сторон, то 
треугольник построить можно. 

1) а = 1 см; b = 2 см; с = 3 см, 
3 < 1 + 2 — неверно, значит треугольник построить нельзя. 
2) а = 2 см; b = 3 см; с = 4 см, 
4 < 2 + 3 — верно, значит треугольник можно построить. 
3) а = 3 см; b = 7 см; с = 11 см, 11 < 7 + 3 — неверно, значит 

треугольник построить нельзя. 
4) а = 4 см; b = 5 см; с = 9 см, 9 < 5 + 4 — неверно, значит тре-

угольник построить нельзя. 
Ответ: 1) нет; 2) да; 3) нет; 4) нет. 

№ 43*. Даны две окружности с радиусами R1, R2 и расстоянием 
между центрами d. Докажите, что если каждое из чисел 
R1, R2 и d меньше суммы двух других сторон, то окруж-
ности пересекаются в двух точках. 

 
Так как d < R1 + R2; R1 < d + R2; 

R2< d + R1 , то можно построить треугольник со сторонами, длина 
которых R1, R2, d. Обозначим этот треугольник O1O2A, где О1О2= d, 
O1A = R1; О2А = R2. По одну сторону от прямой О1О2 расположен 
∆ О1АО2. Следовательно, по другую сторону от О1О2 можно отло-
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жить угол О1О2В, равный углу О1О2А, и угол O2O1В, равный углу 
O2O1A. Получится ∆O1O2В=∆O1O2A по стороне и двум прилежа-
щим к ней углам. Значит, О1В = О1А = R1 и О2В = О2А = R2. Зна-
чит, точки А и В принадлежат обеим окружностям, а так как две 
окружности не могут иметь более двух общих точек, то окружно-
сти пересекаются в двух и только двух построенных нами точках 
А и В. 

Что и требовалось доказать. 

№ 44. У прямоугольного треугольника один катет равен 8 см, а 
синус противолежащего ему угла равен 0,8. Найдите ги-
потенузу и второй катет. 

 

а = 8 см, sina = 0,8. ,sin
c
a

=α тогда 10
8,0
см8

sin
==

α
=

ac  см; 

b = 3664100810 2222 =−=−=− ac  = 6 см. 
Ответ: 10 см; 6 см. 

№ 45. В прямоугольном треугольнике гипотенуза равна а, а 
один из острых углов α. Найдите второй острый угол и 
катеты. 

 
Так как ∠В+α=90о, то ∠В = 90° - α. 

Далее, 
BC
AB

=αsin ; значит 
BC
AC

=αcos , так что 

АС=ВСсosα=asinα 
Ответ: 90° – α; asinα; acosα. 
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№ 46. В прямоугольном треугольнике катет равен a, а противо-
лежащий ему угол α. Найдите второй острый угол, про-
тиволежащий ему катет и гипотенузу. 

 
∠С = 90° - α, так как ∠С+α=90о 

AC
BC

=αsin , поэтому 
α

=
α

=
sinsin

aBCAC  

AC
AB

=αcos , так что 

.
sin
coscos

sin
cos

α
=

α
α

=α⋅=α=
tg
aaaACAB  

Ответ: 90° - α; 
αtg

a ; 
αsin

a  

№ 47. В прямоугольном треугольнике даны гипотенуза с и ост-
рый угол α. Найдите катеты, их проекции на гипотенузу 
и высоту, опущенную на гипотенузу. 

 

,cos
AB
AC

=α АС = АВ cosα = с cosα. 

,sin
AB
BC

=α ВС = АВ sinα = с · sinα. Далее, ∠DCB=90o– 

– ∠B=∠α=∠A. 
Так что BD = ВС sinα = α=α⋅α 2sinsinsin cc . 
AD = АС cosα = α=α⋅α 2coscoscos cc . 
CD = АС sinα= с sinα cosα. 
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№ 48. 1) Найдите sin22°; sin22°36’; sin22°38’; sin 22°41’; соs68°; 
соs68°18'; cos68°23’. 
2) Найдите угол х, если sinx = 0,2850; sinx = 0,2844; cosx = 
0,2710. 

1) sin 22° ≈ 0.3746; cos 68° ≈ 0,3746; 
sin 22°36' ≈ 0,3843; cos 68°18' ≈ 0,3697; 
sin 22°38' ≈ 0,3848; cos 68°23' ≈ 0,3684. 
sin 22°41’ ≈ 0,3856; 

2) sinx = 0,2850 при sinx = 0,2844 при cosx = 0,2710 при 
x = 16°34'; x = 16°З1’; x = 74°17'. 

 
   

№ 49. Найдите значения синуса и косинуса углов: 1) 16°; 
2) 24°36’; 3) 70°32'; 4) 88°49'. 

1) sin 16° = 0,2756; 
cos 16° = 0.9613. 
2) sin 24°36’ = 0,4163; 
cos 24°36' = 0,9092. 
3) sin 70°32' = 0,9428; 
cos 70°32' = 0,3333. 
4) sin 88°49’ = 0,9998; 
cos 88°49' = 0,0206. 

№ 50. Найдите величину острого угла х, если: 1) sinx = 0,0175; 
2) sinx = 0,5015;3) cosx = 0,6814; 4) cosx = 0,0670. 

1) sin x = 0,0175 при x = 1°. 
2) sin x = 0,5015 при x = З0°6·. 
3) cos x = 0,6814 при x = 47°3’. 
4) cos x = 0,0670 при x = 86°9'. 

№ 51. Найдите значение тангенса угла: 1) 10°; 2) 40°40’;  
3) 50°30'; 4) 70°15'. 

1) tg 10° = 0.1763; 2) tg 40°40' = 0,8591; 
3) tg 50°30' = 1,213; 4) tg 70°15' = 2.785. 

№ 52. Найдите острый угол х, если: 1) tgx = 0,3227;  
2) tgx = 0,7846; 3) tgx = 6.152; 4) tgx = 9,254. 

1) tg x = 0.3227; 2) tg x = 0,7846; 
x = 17°5З’. x = З8°7’·. 

3) tg x = 6,152; 4) tg x = 9,254; 
x = 80°46'. x = 83°50'. 
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№ 53. Высота равнобедренного треугольника равна 12,4 м, а 
основание 40,6 м. Найдите углы треугольника и боковую 
сторону. 

АВ = ВС (так как треугольник равнобедренный). 
BD является высотой, а значит, и медианой, так что 

AD = 
2
1 40,6 м = 20.3 м. 

АВ= ≈+=+ 2222 4,123,20BDAD 23,78 м (по теореме Пифагора. 

 
6108,0

3.20
4,12

≈==∠
AD
BDAtg , значит ∠A = 31°25’. 

∠А = ∠С = 31°25' (углы при основании равнобедренного тре-
угольника). ∠В = 180° – 2 ⋅ З1°25'= 117°10’. 
Ответ: 23,78 м; З1°25'; З1°25'; 117°10’. 

№ 54. Отношение катетов прямоугольного треугольника равно 
19: 28. Найдите его углы. 

tg ∠А = ≈
28
19  0,6786, так что ∠А = 34°10'. Далее, 

∠В = 90° – ∠А = 90° – 34°10' = 55°50'. 
Ответ: 90°; 34°10'; 55°50'. 

№ 55. Стороны прямоугольника равны 12,4 и 26. Найдите угол 
между диагоналями. 

 

AD = 
2
1 АС = =

2
4,12 6,2; BD = 

2
1  ОС = =

2
26 13; 

tg ∠ABD = =
BD
AD

≈
13

2,6  0,4769; 

Так что ∠ABD = 25°30'; ∠ABC =2∠ABD = 51°. 
Ответ: 51°. 
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№ 56. Диагонали ромба равны 4,73 и 2,94. Найдите его углы. 

 

ВО = OD = 
2
94,2

2
1

=BD = 1,47; 

АО = ОС = 
2
73,4

2
1

=AC = 2,365; 

tg ∠BCO = 
OC
BO 1,47: 2,365 ≈ 0,6216, так что ∠ВСО = 31°52'; 

∠BCD = 2 ∠ВСО = 31°52' •2 = 63°44'; 
∠А = ∠С=63°44'; 
∠В = ∠D = 180о–∠А=180° – 63°44' = 116°6'. 

Ответ: 63°44'; 116°16'. 

№ 57. Сторона ромба 241 м, высота 120 м. Найдите углы. 

 

4979,0
241
120sin ≈=α , значит α = 29°52'; 

β = 180о– α = 180° – 29°52' = 150°8'. 
Ответ: 29°52' и 150°8'. 

№ 58. Радиус окружности равен 5 м. Из точки, отстоящей от 
центра на 13 м, проведены касательные к окружности. 
Найдите длины касательных и угол между ними. 
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∆АВО — прямоугольный, так что 

АВ = 14425169513 2222 =−=−=− OBAO  = 12 м. 
∠A = 2 ∠ВAO. 

sin ∠BAO = ≈
13
5

AO
BO 0,3846, так что 

∠BAO = 22°37, а значит 
∠A = 2·22°37' = 45°14'. 

Ответ: 12 м; 45°14'. 

№ 59. Тень от вертикально стоящего шеста, высота которого 7 
м, составляет 4 м. Выразите в градусах высоту солнца 
над горизонтом. 

 
tg α = ≈

4
7 1,75, так что 

α = 60°16’. 
Ответ: 60°16’. 

№ 60. Основание равнобедренного прямоугольного треуголь-
ника равно а. Найдите боковую сторону. 

 
Углы при основании равнобедренного прямоугольного тре-

угольника равны 45°. Пусть боковая сторона равна х, тогда: 

sin 45° = 
a
x ; x = a sin 45° = 

2
2a . 

Ответ: 
2

2a . 
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№ 61. Найдите неизвестные стороны и острые углы прямо-
угольного треугольника по следующим данным: 
1) по двум катетам: 
а) а = 3, b = 4; 
б) a = 9, b = 40;  
в) a = 20, b = 21; 
г) a = 11, b = 60; 
2) по гипотенузе и катету: 
а) с = 13, a =·5; 
б) с = 25, a = 7; 
в) a = 17, а = 8; 
г) с = 85, a = 84; 
3) по гипотенузе и острому углу:  
а) с =·2, α = 20°; 
б) с = 4, α = 50°20'; 
в) с = 8, α = 70°36’; 
г) с = 16, α = 76°21’; 
4) по катету и противолежащему углу: 
а) a = 3, α = 30°27’; 
б) а = 5, α = 40°48’; 
в) a = 7, α = 60°85'; 
г) a = 9, α = 68°'. 

1) По двум катетам: 
а) а = 3; b = 4; 

с = 2516943 2222 =+=+=+ ba  = 5. 

tg α = 75,0
4
3

==
b
a , '5236°=α  '853°=β  

2) По гипотенузе и катету: 
а) с = 13; а = 5. 

b = 14425169513 2222 =−=−=− ac  = 12. 

sin α = ≈
13
5  0,3836, '3722°=α  '2369°=β . 

3) По гипотенузе и острому углу: 
а) с = 2; α = 20°. 

sin 20° = 
c
a ; а = с sin 20° = 2 · 0,3420 = = 0,684 ≈ 0,68. 

cos 20° = 
c
b ; b = с cos 20° = 2 · 0,9397 = 1,879 ≈ 1,88. 

β = 90° – 20° = 70°. 
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4) По катету и противолежащему углу: 
а) а = 3; α = 30°27'; β = 90° - 30°27' = 59°33". 

sinα = sin30°27’ = 
c
a ; 

с = ≈=
5068,0
3

'2730sin o

a 5,92. 

tg 30°27’ = 
b
a ; 

b = ≈=
5879,0
3

'2730otg
a 5,1. 

Задания б), в), г) выполняются аналогично. 

№ 62. Упростите выражения: 
1) 1 – sin2α; 
2) (1 – cosα)(l + cosα); 
3) 1 + sin2α + cos2α; 
4) sinα - sinα cos2α; 
5) sin4a + cos2a + 2sin2α соs2α; 
6) tg2α – sin2α tg2α; 
7) cos2α + tg2α cos2α; 
8) tg2α (2cos2α + sin2α - 1); 

9) 
α

α+α−
2

42

cos
1 tgtg . 

1) 1 – sin2α =(sin2a + cos2α) – sin2α = cos2α. 
2) (1 - cosα )(1 + cosα) = 1 – cos2α = (sin2α + cos2α)– cos2α = sin2α. 
3) 1 + sin2α + cos2α = 1 + 1 = 2. 
4) sinα - sinα cos2α = sinα (1 – cos2α ) = sinα·sin2α = sin3a. 
5) sin4α + cos4α + 2sin2α cos2α = (sin2α + cos2α)2 = 12 = 1. 
6) tg2α – sin2α tg2α = tg2α (1 – sin2α) = tg2α·cos2α = sin2α. 

7) cos2α + tg2αcos2α = cos2α (1 + tg2α) = 1
cos

1cos 2
2 =

α
⋅α  

8) tg2α(2cos2a + sin2α – 1 ) = tg2α (cos2α + cos2α + sin2α – 1) =  

= α=α⋅
α
α

=α⋅α 22
2

2
22 sincos

cos
sincostg . 

9) =α+α−
α

=
α

α+α− )1(
cos

1
cos

1 42
22

42
tgtgtgtg (1+ tg2α )(1 -tg2 α+tg4α)= 

= 1 + tg6α. 
(Пользуемся формулой (а + b)(a2 – ab + b2) = а3 + b3.) 
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№ 63. Вычислите значения sinα и tgα, если: 

1) cosα = 
13
5 ; 2) cosα = 

17
15 ; 3) cosα = 0,6. 

Задача решена в учебнике на стр. 91 п. 68. 

№ 64. Найдите cosα и tgα, если. 1) sinα = 
5
3 ; 2) sinα = 

41
40 ;  

3) sinα = 0,8. 

1) sinα = 
5
3  

sin2α + cos2α = 1. 

cosα = 
5
4

25
16

25
91

5
31sin1

2
2 ==−=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−=α− . 

4
3

45
53

5
4:

5
3

cos
sin

=
⋅
⋅

==
α
α

=αtg . 

Задания 2) и 3) решаются аналогично заданию 1). 

№ 65. Постройте угол α, если известно, что: 1) cosα = 
7
4 ;  

2) sinα = 
7
4 ; 3) sinα = 0,5; 4) tgα = 

5
3 ; 5) tgα = 0,7. 

Задача решается путем построения прямоугольного треугольника 
по катету и гипотенузе. 

1) cosα = 
7
4 ; 2) sinα = 

7
4 ; 3) sinα = 0,5; 

 
4) tgα = 

5
3 ; 5) tgα = 0,7 
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№ 66. В прямоугольном треугольнике с гипотенузой a и углом 
60° найдите катет, противолежащий этому углу. 

,60sin
a
bo = так что .

2
360sin aab =°=  

Ответ: 
2

3a . 

№ 67. Найдите радиус г окружности, вписанной в равносто-
ронний треугольник со стороной а, и радиус R окружно-
сти, описанной около него. 

У равностороннего треугольника центр вписанной окружности 
совпадает с центром описанной, так как биссектрисы лежат на се-
рединных перпендикулярах к сторонам треугольника.  

Так что радиус вписанной окружности r = 
2
a . tg30° = 

32
a . 

,
2

30cos
R
ao = поэтому 

Радиус описанной окружности 

332
2

2
3:

2
30cos:

2
aaaaR =

⋅/

/⋅
==°= . 

Ответ: 
32

a ;
3

a . 

№ 68. В треугольнике один из углов при основании равен 45°, а 
высота делит основание на части 20 см в 21 см. Найдите 
большую боковую сторону1. 

 

                                                           
1 Иногда в произвольном треугольнике, необязательно равнобедрен-

ном, сторона, проведенная горизонтально, называется основанием, а две 
другие — боковыми сторонами, как в данной задаче. 
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Рассмотрим ∆ABD. 
∠А = 45° (по условию). 
∠D = 90° (так как BD ⊥ АС), значит ∠ABD = 45° и 
∆ABD — равнобедренный, поэтому АD = BD = 20, а DC = 21. 
Далее  

АВ = 22040024004002020 2222 =⋅=+=+=+ BDAD , 

ВС = 294414002120 2222 =+=+=+ BDDC . 
Большая боковая сторона 29 см. Если AD = 21, а DC = 20, то 

АВ = 21 2 , ВС = 29, значит большая боковая сторона равна 
21 2 см ≈ 29,7 см. 
Ответ: 29 см или 21 2 см ≈ 29,7 см. 

№ 69. У треугольника одна из сторон равна 1 м, а прилежащие 
к ней углы равны 30° и 45°. Найдите другие стороны 
треугольника. 

 

Проведем BD⊥AC  
∆BDC — равнобедренный, (так как ∠С=∠DBC=45o) BD = DC. 
Пусть BD = х м.  
АС = 1 м; AD = 1 – х. 

x
x

AD
BDtg

−
==°

1
30 , 

( ) .
31

1

3
11

3
1

301
30,30301

+
=

+
=

+
==+ o

o
oo

tg
tgxtgtgx  

Так что CDBD =
+

=
31

1 . 

BC
BD

=o45sin  
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517,0
31

2
2
2

31
1

45sin
≈

+
=÷

+
=

°
=

BDBC м. 

AB
BD

=°30sin , 

732,0
31

2
2
1

31
1

30sin
≈

+
=÷

+
=

°
=

BDAB  м. 

Ответ:  ≈ 0,517 м; ≈ 0,732 м. 

№ 70. Диагональ прямоугольника в два раза больше одной из 
его сторон. Найдите углы между диагоналями. 

 

Диагонали прямоугольника равны и точкой пересечения делят-
ся пополам. Пусть CD х, тогда АС = 2х, ∠CAD = 30° (в прямо-
угольном треугольнике катет, противолежащий углу 30°, равен по-
ловине гипотенузы). 

∆AOD — равнобедренный, значит и ∠ODA = 30°. Тогда 
∠AOD = 180° – 2 ·30° = 120°. 
∠AOD и ∠DOC — смежные, поэтому 
∠COD = 180° – 120° = 60°. 

Ответ: 60° и 120°. 

№ 71. Диагонали ромба равны a и а 3 . Найдите углы ромба. 

 

StudyPort.ru



 64

Диагонали ромба перпендикулярны друг другу, точкой пересе-
чения делятся пополам и являются биссектрисами углов этого 
ромба. Используя эти свойства получим: 

AO = 
2
a ; BO = 

2
3a  

tg∠BAO = ,32
2

3
22

3
=⋅=÷=

ΑΟ
ΒΟ

a
aaa  значит 

∠ВАО = 60°. 
∠А = 2∠ВАО = 2 · 60° = 120°; 
∠A = ∠ С = 120°. 
∠А и ∠В — углы ромба, прилежащие к одной стороне, значит 
∠ А+∠ В=180°, то есть 
∠ В = 180° – ∠А = 180° – 120° = 60°. 
∠D = ∠ В = 60°. 
∠ С = ∠ А = 120. 

Ответ: 60°, 60°, 120°, 120°. 

№ 72. Какой из углов больше — α или β, если: 1)sinα = 
3
1 ;  

sinβ = 
4
1 ; 2) sinα = 

3
2 ; sinβ = 

4
3 ; 3) cosα = 

7
3 ; cosβ = 

5
2 ;  

4) соsα = 0,75, cosβ = 0,74; 5) tgα = 2,1, tgβ = 2,5;  

6)tgα = 
3
8 , tgβ = 

2
5 ? 

При решении задачи используем теорему 7.5. 

1) sina = 
3
1 ; sinβ = 

4
1 ; sinα > sinβ. Тогда, α > β. 

2) sinα = 
3
2 ; sinβ = 

4
3 ;  

sinα < sinβ, тогда, α < β. 

3) cosα = 
7
3 ; cosβ = 

5
2 ;  

cosα > cosβ, тогда, α < β. 
4) cosα = 0,75; cosβ = 0,74; cosα > cosβ. Тогда, α < β. 
5) tgα = 2,1; tgβ = 2,5; tgα < tgβ. Тогда, α < β. 

6) tgα = 
3
8 , tgβ = 

2
5 ; tgα > tgβ. Тогда, α > β. 
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№ 73. У прямоугольного треугольника АВС угол А больше уг-
ла В. Какой из катетов больше — АС или ВС? 

 
∠A > ∠В, тогда, согласно теореме 7.5 sin∠A > sin∠B. 
Но ВС = AB sin∠ А, а 
АС = АВ sin∠ В. Так что 
ВС > АС, так как АВ = АВ, sin∠А > sin∠В. 

Ответ: ВС. 

№ 74. У прямоугольного треугольника АВС катет ВС больше 
катета АС. Какой угол больше — А или В? 

Угол А больше. Решение задачи решается аналогично решению 
№ 73. 
Ответ: ∠А. 
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§ 8. Декартовы координаты на плоскости 

№ 1. Проведите оси координат, выберите единицу длины на 
осях, постройте точки с координатами: (1; 2), (-2; 1),  
(-1; -3), (2; -1). 

 

№ 3. На прямой, параллельной оси х, взяты две точки. У од-
ной из них ордината у = 2. Чему равна ордината другой 
точки? 

У всех точек на прямой, параллельной оси х, ординаты точек 
равны, значит ордината другой точки тоже равна 2. 
Ответ: 2. 

№ 4. На прямой, перпендикулярной оси х, взяты две точки. У 
одной из них абсцисса х = 3. Чему равна абсцисса другой 
точки? 

Прямая, перпендикулярна  оси х, а значит параллельна оси у, 
поэтому абсцисса другой точки тоже равна 3. 
Ответ: 3. 

№ 5. Из точки А (2; 3) опущен перпендикуляр на ось х. Най-
дите координаты основания перпендикуляра. 

А

1 2

1
3

В

 
Ответ: (2; 0). 
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№ 6. Через точку А (2; 3) проведена прямая, параллельная оси 
х. Найдите координаты точки пересечения ее с осью у. 

А

1 2

1

3 С

 
Ответ: (0; 3). 

№ 7. Найдите геометрическое место точек плоскости ху, для 
которых абсцисса x = 3. 

Геометрическим местом точек плоскости ху, для которых абс-
цисса х = 3, является прямая, перпендикулярная оси х, параллель-
ная оси у и проходящая через точку (3;0), то есть отстоющая от оси 
у на 3 ед. вправо. 

№ 8. Найдите геометрическое место точек плоскости ху, для 
которых |х| = 3. 

Геометрическое место точек, для которых |х| = 3, состоит из 
двух прямых, параллельных оси у, отстоящих от нее на 3 ед. 

№ 9. Даны точки А (-3; 2) и В (4; 1). Докажите, что отрезок 
АВ пересекает ось у, во не пересекает ось х. 

Задача решена в учебнике на стр. 101 п. 71. 

№ 10. Какую из полуосей оси у (положительную или отрица-
тельную) пересекает отрезок АВ в предыдущей задаче? 

У точек А и В ординаты положительные, значит обе точки А и 
В лежат в верхней полуплоскости. А значит отрезок АВ пересекает 
положительную полуось оси у. 

№ 11. Найдите расстояние от точки (-3; 4) до: 1) оси х; 2) оси у. 

 
Расстояние от точки (-3;4) до оси х равно 4, а до оси у 3. 

Ответ: 4; 3. 
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№ 12. Найдите координаты середины отрезка АВ, если:  
1) А (1; -2), В (5; 6); 2) А (-3; 4), В (1; 2); 3) А (5; 7),  
В (-3; -5). 

1)А (1; -2); В (5; 6). Пусть О — середина отрезка АВ. Тогда О 
имеет координаты: 

хо = 
2

51+  = 3, уо = 
2

62+−  = 2. О (З; 2). 

2) А (-3; 4); В (1; 2); 

хо = 
2

13+−  = – 1; уо = 
2

24 +  = 3. О (-1; 3). 

3) А (5; 7); В (-3; -5); 

хо = 
2

35 −  = 1; уо = 
2

57 −  = 1 O (1; 1). 

Ответ: 1) (3; 2); 2) (-1; 3); 3) (1; I). 

№ 13. Точка С — середина отрезка АВ. Найдите координаты 
второго конца отрезка АВ, если: 1) А (0; 1), С (-1; 2);  
2) А (-1; 3), С (1; -1); 3) А (0; 0), С (-2; 2). 

1)А(0; 1); С(-1; 2). Пусть В(х; у) – второй конец, тогда 

1
2

0
−=

+ x ; 2
2

1
=

+ y , откуда 

x = – 2; y = 3 значит B(-2; 3) 
А (-1; 3); С (1; -1); В (х; у) – второй конец отрезка. 

1
2

1
=

+− x ; 1
2

3
=

+ y ; откуда 

x = 3; y = -5,B(3; -5), значит, 
А (0; 0); С (-2; 2); В (х; у) – второй конец отрезка. 

2
2

0
−=

+ x ; 2
2

0
=

+ y , откуда 

x = – 4; y = 4, значит, B(-4; 4). 
Ответ: 1) (-2; 3); 2) (3; -5); 3) (-4; 4). 

№ 14. Докажите, что четырехугольник ABCD с вершинами в 
точках А (-1; -2), В (2; -5), С (1; -2), D (-2; 1) является па-
раллелограммом. Найдите точку пересечения его диаго-
налей. 

По свойству диагоналей четырехугольника ABCD — паралле-
лограмм, если координаты середин отрезков АС и BD, совподают. 
Обозначим середину AC — O1, а BD — O2. 

А(-1;-2); С(1;-2); О1(х1;у1) 

StudyPort.ru



 69 

0
2

11
1 =

+−
=x ; 2

2
22

1 −=
−−

=y ; O1 (0; -2) 

В (2, -5); D (-2. 1); О2 (х2; у2). 

0
2

22
1 =

−
=x ; 2

2
15

2 −=
+−

=y  O2 (0; -2) 

Координаты середин совпали, значит, четырехугольник ABCD 
— параллелограмм. Точка пересечения диагоналей (0; -2). 
Ответ: (0; -2). 

№ 15. Даны три вершины параллелограмма ABCD: А (1; 0),  
В (2; 3), С (3; 2). Найдите координаты четвертой верши-
ны D и точки пересечения диагоналей. 

Задача решена на стр. 102 п. 72.  

№ 16. Найдите середины сторон треугольника с вершинами в 
точках О (0; 0), А (0; 2), В (-4; 0). 

Пусть (x1; y1) — середина ОА; (x2; y2) — середина АВ; (x3; y3) — 
середина ОВ. 

х1 = 
2

00 +  = 0, у1 = 
2

20 +  = 1; (0; 1); 

х2 = 
2

40 −  = -2, у2 = 
2

02 +  = 1 (-2; 1); 

х3 = 
2

40 −  = -2, у3 = 
2

00 +  = 0; (-2; 0) 

Ответ: (0; 1); (-2; 1); (-2; 0). 

№ 17. Даны три точки А (4; -2), В (1; 2), С (-2; 6). Найдите рас-
стояния между этими точками, взятыми попарно. 

Расстояние между точками А(х1;у1) и В(х2;у2) вычисляется по 
формуле: 

( ) ( )212
2

12 yyxxAB −+−= ; в нашем случае 

( ) ( ) 5251692214 22 ==+=−−+−=AB  

( ) ( ) ;1010064366224 22 ==+=−−++=AC  

( ) ( ) 5251696221 22 ==+=−++=BC  
Ответ: АВ = 5; АС = 10; ВС = 5. 

№ 18. Докажите, что точки А, В, С в задаче 17 лежат на одной 
прямой. Какая из них лежит между двумя другими? 
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АС = АВ + ВС, 
10 = 5 + 5. 
Так как сумма расстояний от точки В до точек А и С равна рас-

стоянию между этими точками, то точки А, В, и С лежат на одной 
прямой. Причем В лежит между А и С. 
Ответ: В. 

№ 19. Найдите на оси x точку, равноудаленную от точек (1; 2)  
и (2; 3). 

Задача решена в учебнике на стр. 103 п. 73. 

№ 20. Найдите точку, равноудаленную от осей координат и от 
точки (3; 6). 

Поскольку точка равноудалена от осей координат, то она лежит 
на биссектрисе 1-го и 3-го координатных углов. Тогда ее коорди-
наты А (х; х). То есть она удалена от координатных осей на одина-
ковок расстояние. 

Значит, AD = AC = х. D (0; х), С (х; 0). 
Далее, 

АО= =+−++−=−−− 2222 123669)6()3( xxxxxx

45182 2 +−= xx . Поскольку АО=АС=АD, то 

45182 22 +−= xxx ; 
x2 = 2х2- 18х + 45; 
2х2 – х2 – 18х + 45 = 0; 
x2 – 18х + 45 = 0. 
x1 = 15; x2 = 3. 

Ответ: (3; 3) или (15; 15). 

№ 21*. Докажите, что четырехугольник ABCD с вершинами в 
точках А (4; 1), В (0; 4), С (-3; 0), D (1; -3) является квад-
ратом. 

Докажем, что ABCD — квадрат. 
Вычислим длины сторон четырехугольника ABCD. 

AВ = 25916)41()04( 22 =+=−+−  = 5, 

ВС = 25169)40()03( 22 =+=−+−−  = 5, 

CD = 25916)03()31( 22 =+=−++  = 5, 

AD = 25169)13()41( 22 =+=−−+−  = 5. 
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AВ = ВС = CD = AD = 5, значит, ABCD — ромб. 
Вычислим диагонали ромба АС и BD. 

АС = 2550)10()43( 22 ==−+−−  

BD = 2550)43()01( 22 ==−−+− . 
АС = BD. 

 
Если диагонали параллелограмма (ромба) равны, то этот парал-

лелограмм является прямоугольником. В свою очередь ромб, яв-
ляющийся прямоугольником, — это квадрат, значит, ABCD — 
квадрат. 

Что и требовалось доказать. 

№ 22. Докажите, что четыре точки (1; 0), (-1; 0), (0; 1), (0; -1) 
являются вершинами квадрата. 

Пусть А (-1; 0), В (0; 1), С (1; 0), D (0; -1) — вершины четырех-
угольника. 

1) АС = 24)00()11( 22 ==−+−−  

BD = 24)11()00( 22 ==++− , так что AC = BD 

2) AВ = 211)10()01( 22 =+=−+−− , 

ВС = 2)01()10( 22 =−+−  

CD = 2)10()01( 22 =++− , 

DA = 2)01()10( 22 ==−++ , так что AB=BC=CD=DA 
Стороны и диагонали ABCD равны, значит, ABCD — квадрат. 
Что и требовалось доказать. 

№ 23. Какие из точек (1; 2), (3; 4), (-4; 3), (0; 5), (6; -1) лежат на 
окружности, заданной уравнением x2 + у2 = 25? 
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Подставим координаты всех точек в уравнение окружности: 
1) (1; 2). 12 + 22 = 25 - неверно. 
2) (3; 4), З2 + 42 = 25 - верно. 
3) (0; 5), 02 + 52 = 25 - верно. 
4) (5; -1). 52 + (-1)2 = 25 - неверно. 
5) (-4; 3). (-4)2 + З2 = 25 - верно.  
Значит точки (3; 4), (0; 5), (-4; 3) лежат на данной окружности. 

№ 24. Найдите на окружности, заданной уравнением 

x2 + у2 = 169, точки: 

1) с абсциссой 5; 

2) с ординатой -12. 
Пусть точка (5; у) лежит на окружности, тогда 52 + у2 = 169 и  
у = ± 14425169 ±=−  = ±12. Получим две точки 
(5; 12) и (5;-12). 
2) Пусть точка (х; -12) лежит на окружности, тогда 
х2 + (-12)2 = 169 и х = ± 25144169 ±=− = ± 5, 
получим две точки (5;-12) и (-5;-12) 

Ответ: 1) (5; 12); (5;-12); 2) (5; -12); (-5; -12). 

№ 25. Даны точки А (2; 0) и В (-2; 6). Составьте уравнение ок-
ружности, диаметром которой является отрезок АВ. 

Найдем координаты центра окружности и радиус АВ — диа-
метр. О — центр окружности. А (2; 0); В (-2; 6). 

0
2

22
=

−
=x ; 3

2
60
=

+
=y , O(0; 3) 

R= 1394)30()02( 22 =+=−+−=AO , R = 13 . 
Значит, уравнение окружности примет вид 
(x – 0)2 + (y – 3 )2 = ( 13 )2, то есть .13)3( 22 =−+ yx  

Ответ: x2 + (y – 3)2 = 13. 

№ 26. Даны точки А (-1; -1) и С (-4; 3). Составьте уравнение ок-
ружности с центром в точке С, проходящей через точку А. 

Найдем радиус окружности R=AC 
R2 = (–1 + 4)2 + (–1 – 3)2 = 25, то есть R=5. 
К тому же С (-4; З) — центр окружности, значит, ее уравнение: 
(x + 4)2 + (y – З)2 = 25. 

Ответ: (x + 4)2 + (y – 3)2 = 25. 

StudyPort.ru



 73 

№ 27. Найдите центр окружности на оси х, если известно, что 
окружность проходит через точку (1; 4) и радиус окруж-
ности равен 5. 

R = 5, О (а; 0) — центр окружности, А (1; 4) лежит на окружно-
сти. 

(1-а)2 + (4-0)2 = 52 – уравнение окружности. Подставим в него 
координаты точки А, получим 
1-2а + a2 + 16 – 25 = 0. 
a2 – 2a – 8 = 0. 
a1 = -2; a2 = 4, значит, 
О (-2; 0) или О (4; 0). 

Ответ: (-2; 0) или (4; 0). 

№ 28*. Составьте уравнение окружности с центром в точке (1;2), 
касающейся оси х. 

 

Заменим уравнение окружности с центром (1; 2), (х – I)2 +  
+ (у – 2)2 = R2, где R — радиус окружности. Уравнение оси х: у = 0. 
Окружность и ось х касаются, значит, система уравнений 

⎩
⎨
⎧

=
=−+−

0
)2()1( 222

y
Ryx  имеет единственное решение. 

Решим систему. 
1) y = 0. 
(х – 1)2 + (0 – 2)2 = R2, 
х2 – 2х + 1 + 4 – R2 = 0, 
х2 – 2х + (5 – R2 ) = 0. 
Система будет иметь единственное решение (а; 0), если данное 

уравнение будет иметь один корень х = а, то есть если D = 0 или 

4
D =0.  
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Это значит: 

4
D  = 1 – (5 – R2) = R2-4 = 0, то есть R=2, так как R>0. А значит 

 (х–1)2+ (у – 2)2 = 4 — уравнение искомой окружности. 
Ответ: (x – 1)2 + (y – 2)2 = 4. 

№ 29. Составьте уравнение окружности с центром (-3; 4), про-
ходящей через начало координат. 

О (-3; 4) — центр окружности, А (0; 0) лежит на окружности, 
поэтому R2 = (0 + 3)2 + (0-4)2 = 9 + 16 = 25 и 

(x + 3)2 + (y-4)2 = 25 – уравнение искомой окружности. 
Ответ: (x + 3)2 + (y – 4)2 = 25. 
№ 30*. Какая геометрическая фигура задана уравнением х2 + у2 +  

+ ax + bу + с = 0, 0
44

22
>−+ cba ? 

Преобразуем уравнение х2 + у2 + ax + bу + с = 0, 

cbyyaxx −=⋅++⋅+
2

2
2

2 22 . 

Прибавим к обеим частям 
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+

44

22 ba : 

cbabbyyaaxx −+=+⋅+++⋅+
4442

2
42

2
222

2
2

2  

cbabyax −+=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

4422

2222
 

Так как 0
44

22
>−+ cba , то это уравнение окружности с центром 

в точке О ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ −−
2

;
2

ba  и радиусом R = cba
−+

44

22
. Значит, данное 

уравнение задает окружность. 
Ответ: окружность. 
№ 31. Найдите координаты точек пересечения двух окружно-

стей: x2 + y2 = 1, х2 + у2 – 2х + у – 2 = 0. 
Координаты точек пересечения двух окружностей x2 + y2 = 1 и 

х2 + у2 – 2х + у – 2 = 0 являются решением системы 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=−+−+
=+

022
,1

1

22

22

yxyx
yx

43421
. 
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1 – 2 х + у – 2 = 0, 
–2х + у – 1 = 0, 
у = 1 + 2х, подставляем в первое уравнение 
x2 + (l + 2x)2 = 1, 
x2 + l + 4x + 4x2 – l = 0, 
5x2 + 4x = 0, 

х(5х + 4) = 0, х1=0, .
5
4

2 −=x Получим 

⎩
⎨
⎧

=
=

.1
,0

1
1

y
x  

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

−=

−=

.
5
3

,
5
4

2

2

y

x
 - решения системы. 

Точки пересечения (0; 1) и ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−

5
3;

5
4 . 

Ответ: (0; 1); ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−

5
3;

5
4 . 

№ 32. Найдите координаты точек пересечения окружности  
x2 + y2-8x-8y + 7 = 0 с осью x. 

Точка пересечения окружности x2 + y2-8x-8y + 7 = 0 с осью x 
имеет координаты (х; 0). Данная точка также удовлетворяет урав-
нению x2-8x + 7 = 0. 

2
68

2
368

2
28648 ±

=
±

=
−±

=x ; x1 = 7; x2 = 1. 

Значит, точки пересечения (7; 0) и (1; 0). 
Ответ: (7; 0) и (1; 0). 

№ 33. Докажите, что окружность х2 + у2 + 2ах + 1 = 0, | а | > 1 
не пересекается с осью у. 

Преобразуем уравнение х2 + у2 + 2ax + 1 = 0 к виду: 
х2 + у2 + 2ax + 1 + a2-a2 = 0 
х2 + 2ax + a2 + у2 + 1 – a2 = 0. 
(x + a)2 + у2 + 1 – a2 = 0. 
Никакая точка (0; у) не удовлетворяет такому уравнению, так как 

(0 + a)2 + у2 + 1 – a2 = y2 + 1≠ 0. Значит, окружность не пересекается 
с осью у. 

Что и требовалось доказать. 

№ 34. Докажите, что окружность х2 + у2 + 2ах = 0 касается оси 
у, а≠0. 
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Найдем точки пересечения (0; у) оси у с окружностью: 
02 + y2 + 2a·0 = 0, 
у2 = 0, у = 0. Получим, что единственная точка пересечения 

(0; 0). Окружность пересекает ось у в единственной точке (0; 0), а 
значит, касается оси у. 

Что и требовалось доказать. 

№ 35. Составьте уравнение прямой, которая проходит через 
точки А (-1; 1), В (1; 0). 

Задача решена в учебнике на стр. 105 п. 75. 

№ 36. Составьте уравнение прямой АВ, если: 1) А (2; 3),  
В (3; 2); 2) А (4; -1). В (-6; 2); 3) А (5; -3), В (-1; -2). 

Прямая задается уравнением ax + by + c = 0. Если точки А и В 
лежат на прямой, то значит, их координаты удовлетворяют этому 
уравнению. Подставляя координаты точек А и В в уравнение пря-
мой, получим: 2a + 3b + c = 0 и 3a + 2b + c = 0. Из этих уравнений 
можно выразить два коэффициента, например, а и b через с. 

.3
2

023
032 −

⎩
⎨
⎧

=++
=++

cba
cba  

⎩
⎨
⎧

=++
=−−−

.0369
,0264

cba
cba  

5а + с = 0, 

ca
5
1

−=  Подставим в систему: 

03
5
12 =++⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛− cbc , 

cb
5
1

−=  

Подставив в уравнение прямой значения а и b, получим: 

0
5
1

5
1

=+−− ccycx ; 01
5
1

5
1

=+−− yx  — получается сокращением 

предыдущего уравнения на с. 
-x – y + 5 = 0; x + y – 5 = 0. 
Искомое уравнение прямой х + у – 5 = 0. 
задания 2) и 3) выполняются аналогично. 

Ответ: 1) x + y – 5 = 0; 2) 3x + 10y – 2 = 0; 3) x + 6y + 13 = 0. 
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№ 37. Составьте уравнения прямых, содержащих стороны тре-
угольника ОАВ в задаче 16. 

 
Введем систему координат такую, что 
О (0; 0), А (0; 2), В (-4; 0). 
1) Сторона АО лежит на оси у, тогда, уравнение прямой, со-

держащей сторону АО, х = 0. 
2) Подставим координаты точек А и В в общее уравнение 

0=++ cbyax  

2) 0·a + 2b + c = 0, 2b = – с, b = 
2
1

− c. 

–4а+С = 0;·b+c=0, – 4 a= – с, а=
4
1  с. Далее уравнение примет вид: 

0
24

=+− cycxc , то есть 

01
2
1

4
1

=+− yx , 

х – 2у + 4 = 0. 
Уравнение прямой, содержащей сторону АВ, х – 2у + 4 = 0. 
3) Уравнение прямой, содержащей сторону ВО, у = 0, так как 

ВО лежит на оси х. 
Ответ: x = 0; y = 0; x – 2y + 4 = 0. 

№ 38. Чему равны координаты a и b в уравнении прямой ах +  
+ bу = 1, если известно, что она проходит через точки 
(1; 2) и (2; 1)? 

Подставим координаты точек в уравнение прямой: 
а + 2b = 1 и 2a + b = l. 

2
12
12 −

⎩
⎨
⎧

=+
=+

ba
ba  

⎩
⎨
⎧

=+
−=−−

,12
242

ba
ba
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-3b = -1, 

3
1

=b  

2a = l – b, 

3
1

2
3
11

2
1

=
−

=
−

=
ba  

Ответ: 
3
1

== ba . 

№ 39. Найдите точки пересечения с осями координат прямой, 
заданной уравнением: 1) х + 2у + 3 = 0; 2) Зх + 4у = 12;  
3) Зх-2у + 6 = 0; 4) 4х-2у-10 = 0. 

1) Пусть точка пересечения это (х; 0). Тогда она удовлетворяет 
уравнению прямой, то есть х + 2· 0 + 3=0, х = -3.  

Значит, точка пересечения (-3; 0). 
Точка пересечения с осью у (0;у) удовлетворяет уравнению 

прямой: 
0 + 2у + 3 = 0, у = -1,5. 

Значит, точка пересечения (0; -1,5). 
Получаем, что точки пересечения с осями координат (-3; 0) и 

(0; -1,5). 
Задачи 2), 3) и 4) решаются аналогично. 
Ответ: 1) (-3; 0) и (0; -1,5); 2) (4; 0) и (0; 3); 3) (–2; 0) и (0; 3);  
4) (2,5; 0) и (0; –5). 

№ 40. Найдите точку пересечения прямых, заданных уравне-
ниями: 

1) х + 2у + 3 = 0, 4х + 5у + 6 = 0; 
2) Зх – у – 2 = 0, 2х + у-8 = 0; 
3) 4х + 5у + 8 = 0, 4х – 2у – 6 = 0. 

Координаты точек пересечения прямых являются решениями 
системы уравнений, задающих эти прямые: 

1) 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=++

−⋅=++

0654

)4(032

yx

yx
 

⎩
⎨
⎧

=++
=−−−

0654
01284

yx
yx

(складываем) 

-3y – 6 = 0, 
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y = – 2, х=-2у – 3 = 4 – 3=1. 
(1; -2). 

2) 
⎩
⎨
⎧

=−+
=−−

082
023

yx
yx

 (складываем) 

5x – 10=0, 5х=10 
x = 2, 
y = -2x + 8 = -2·2 + 8 = 4. 
(2; 4). 

3)
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=−−

−⋅=++

0624
)1(0854

yx
yx

 

⎩
⎨
⎧

=−−
=−−−
0624

0854
yx

yx
 (складываем) 

-7у – 14=0 –7у=14, 
у = -2, 
4х = 2у + 6 = – 4 + 6 = 2, 
х = 0,5. 
(0.5; -2). 

Ответ: 1) (1; –2); 2) (2; 4); 3) (0,5; –2). 

№ 41*. Докажите, что три прямые х + 2у = 3, 2x – у = 1 и Зх + у = 4 
пересекаются в одной точке. 

Найдем точку пересечения прямых х + 2у = 3 и 2х – у = 1. Ко-
ординаты точки пересечения этих прямых — это решение системы 
уравнений: 

⎩
⎨
⎧

=−
=+

.12
,32

yx
yx

 

1) х = 3 – 2у подставляем во 2-е уравнение. 
2) 2·(3 – 2у) – у = 1; 6 – 4у – у = 1, 
5у = 5, у = 1. 
3) х = 3 – 2·1, х = 1. 
точка пересечения прямых х + 2у = 3 и 2х – у = 1 это (1;1). 
Подставив в уравнение Зх + у = 4 вместо х и у координаты точ-

ки (1; 1), получим: 
3⋅1 + 1 = 4 — верное равенство. 
Значит, прямая Зх + у = 4 проходит через точку (1; 1). А значит, 

все три прямые пересекаются в точке (1; 1). Так как никакие две 
различные прямые не могут иметь более одной общей точки, то 
(1; 1) — единая общая точка. 

Что и требовалось доказать. 
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№ 42*. Найдите координаты точки пересечения медиан тре-
угольника с вершинами (1; 0), (2; 3), (3; 2). 

Пусть в ∆АВС А (1; 0); В (2; 3); С (З; 2), АА1, ВВ1,. СC1 — ме-
дианы.  

B1 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++

2
20;

2
31 ; B1 (2; 1). 

C1 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++

2
30;

2
21 , C1 ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

2
3;

2
3  

Получаем уравнение прямой BB1: x = 2. 
и уравнение прямой CC1: x – 3y + 3 = 0. 
Координаты O (xо, yо) — точки пересечения медиан ∆АВС это 

решение системы
⎩
⎨
⎧

=+−
=

033
2
оо

о
yx

x
⎩
⎨
⎧

=+−
=

,0332
2

o
o

y
x  

xо = 2 

yо = 
3
5 . 

Ответ: ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
3
2

1;2 . 

№ 43. Докажите, что прямые, заданные уравнениями y = kx + l1, 
y = kx + l2 при l1≠l2 параллельны. 

Задача решена в учебнике на стр. 106 п. 76. 

№ 44. Среди прямых, заданных уравнениями, укажите пары па-
раллельных прямых: 1) х + у = 1; 2) у – х = 1; 3) х – у = 2; 
4) y = 4; 5) у = 3; 6) 2х + 2у + 3 = 0. 

1) y = -x + 1, k = -1; 4) y = 4, k = 0; 
2) y = x +1, k = 1; 5) y = 3, k = 0; 
3) y = x - 2, k = 1; 6) у=-х-1,5, k=-1 

y = -х – 1,5, k = -1. 
Параллельные прямые 1) и 6); 2) и 3); 4) и 5), так как коэффи-

циенты k у них равны. 
Ответ: 1) и 6); 2) и 3); 4) и 5). 

№ 45. Составьте уравнение прямой, которая параллельна оси у 
и проходит через точку (2; -8). 

Задача решена в учебнике на стр. 107 п. 77. 
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№ 46. Составьте уравнение прямой, параллельной оси х и про-
ходящей через точку (2; 3). 

Так как прямая параллельна оси х, то она задается уравнением 
вида у = с . 

Так как точка (2; -3) лежит на прямой, то ее координаты удов-
летворяют этому уравнению -3 = с . То есть с=-3 и уравнение пря-
мой y = 3. 
Ответ: y = 3. 

№ 47. Составьте уравнение прямой, проходящей через начало 
координат и точку (2; 3). 

Пусть ax + by + c= 0 – уравнение прямой. Прямая проходит че-
рез начало координат, поэтому с = 0. 

Так что ax + by = 0, так как прямая проходит через (2; 3), 
то 2a + 3b = 0, то есть a = -1,5b. Уравнение примет вид  
-1,5bx + by =0, то есть Зх-2у = 0. 

Ответ: Зх-2у = 0. 

№ 48. Найдите угловые коэффициенты прямых из задачи 39. 
Угловые коэффициенты прямых ax + by +c =0 находятся по 

формуле 
b
ak −= . 1) k = –

2
1 ; 2) k = –

4
3 ; 3) k = 

2
3 ; 4) k = 2 

Ответ: 1) –
2
1 ; 2) –

4
3 ; 3) 

2
3 ; 4) 2. 

№ 49. Найдите острые углы, которые образует заданная прямая 
с осью х: 1) 2у = 2х + 3; 2) х 3 - у = 2; 3) х + у 3  + 1-0. 

1) 2у = 2х + 3, 2) x 3 - у = 2, 3) x + y 3  + l = 0, 
 у = х 3 - 2, y 3  = -x – 1,  

y = х + 1,5, k = 3 , 
3

1
3
−−=

xy , 

k = 1, tgα = 3 , 
3
3

−=k , 

tgα = 1. α = 60°. 
3

3−
=βtg , 

α = 45°. β=150°, α = 180°-β = 30°. 
 

Ответ: 1) 45°; 2) 60°; 3) 30°. 
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№ 50. Найдите точки пересечения окружности х2 + у2 = 1  
с прямой: 1) у = 2х + 1; 2) у = х + 1; 3) у = Зх + 1;  
4) у = kх + 1. 

Задача решена в учебнике на стр. 109 п. 80. 

№ 51*. При каких значениях с прямая х + у + с = 0 и окружность 
х2 + у2 = 1: 1) пересекаются; 2) не пересекаются; 3) каса-
ются? 

Координаты точек пересечения являются решением системы 
уравнений: 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=++
=+

.0
,122

cyx
yx  

Окружность и прямая пересекаются, если система имеет реше-
ния. 

1) y = –x – c. 
2) x2 + (-x-c)2 = l, 
х2 + х2 + 2хс + с2 – 1 = 0, 
2x2 + 2cx + (c2- l) = 0. (2) 
Система будет иметь решения, если квадратное уравнение име-

ет корни, то есть, если 
4
D  = c2 – 2(c2 – l) = 2 – c2 будет неотрица-

тельным, 02 2 ≥− с , c2 ≤ 2, 2≤с , 22 ≤≤− с . То есть при 

22 <<− с  уравнение (2) имеет два корня, а значит, система 
имеет два решения, окружность и прямая пересекаются в двух раз-

личных точках; при 2−=с или 2=с , 
4
D  = 0 уравнение (2) 

имеет один корень, система имеет одно решение, значит, окруж-
ность и прямая касаются. 

А при 2−<с или 2>с , 
4
D <0, система не имеет решений, 

так как уравнение (2) не имеет решений, значит, окружность и 
прямая не пересекаются. 
Ответ: 1) пересекаются, если 22 <<− с ; 
2) не пересекаются, если 2−<с или 2>с ; 
3) касаются, если 2−=с или 2=с . 
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№ 52. Найдите синус, косинус и тангенс углов: 1) 120°; 2) 135°; 
3) 150°. 

1) α = 120°, 

sinα = sin (180°-60°) = sin 60° = 
2
3 ; 

cosα = cos (180°-60°) = -cos 60°= 
2
1

− ; 

tgα = tg (180°-60°) = -tg 60° = 3− . 
2) α = 135°,  

sinα = sin (180°-45°) = sin 45° = 
2
2 ; 

cosα = cos (180°-45°) = -cos 45° = 
2
2

− ; 

tgα = tg (180°-45°) = -tg 45° = -1. 
3) α = 150°, 

sinα = sin (180°-30°) = sin 30° = 
2
1 ; 

cosα = cos (180°-30°) = -cos 30° = 
2
3

− ; 

tgα = tg (180°-30°) = -tg 30° = 
3
3

−  

№ 53. Найдите: 1) sin 160°; 2) cos 140° 3) tg 130°. 
1) sin 160° = sin (180°-20°) = sin 20°≈0,3420. 
2) cos 140° = cos (180°-40°) = -cos 40°≈ -0,7660. 
3) tg 130° = tg (180°-50°) = -tg 50°≈ -1,1918. 

№ 54. Найдите синус, косинус и тангенс углов: 1) 40°;  
2) 14°36'; 3) 70°20'; 4)30°1б'; 5) 130°; 6) 150°30';  
7) 150°33'; 8) 170°28'. 

Синус, косинус и тангенс острых углов находим с помощью 
таблиц Брадиса. 1), 2), 3) и 4). 

5) α = 130°. 
sinα = sin (180°-50°) = sin 50° = 0,7660. 
Значения cos α и tg α находятся аналогично. 
6) α = 150°30'. 
sin 150°30' = sin (180°-29°30') = sin 29°30' = 0,4924. 
Задания 7) и 8) выполняются аналогично. 
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№ 55. Найдите углы, для которых: 1) sin а = 0,2; 2) cos α = -0,7; 
3) tg α = -0,4. 

1) sin α = 0,2, α = 11°32' 
или 
α = 168°28'. 
2) cos α = -0,7,  
cos (180°-α) = 
 = -cos α =0,7 
180°-α = 45°34′ 
α = 180°-45°34', 
α = 134°26'. 
3) tg α = -0,4. 
tg (180°-α) = -tgα =0,4 
180°-α = 21°48',  
α = 180°-21°48' 
α = 158°12' 

№ 56. Найдите sin α и tg α, если: 1) соsα = 
3
1 ; 2) cosα = –0,5;  

3) соsα = 
2
2 ; 4) соsα = –

2
3 . 

1) соsα = 
3
1 , тогда 

,
3

22
9
8

9
11cos1sin 2 ==−=α−=α  

22
13

322
=

⋅
⋅

==
α
αα

cos
sintg  

2) cos a = -0,5, 

( ) ,
2
3

4
375,025,015,01sin 2 ===−=−−=α  

3
12
23

−=
⋅/
⋅

−==
α
αα

cos
sintg  

Задания 3) и 4) выполняются аналогично. 

№ 57. Найдите cosα и tg α, если: 1) sinα = 0,6, 0 < α <90°;  

2) sinα = 
3
1 , 90<α<180°; 3) sin α = 

2
1 , 0< α <180°. 

1) sin α = 0,6, 0° < α<90°. Тогда 
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cos α = 36,016,01 2 −=−  = 64,0 = 0,8; tgα = 
4
3

8,0
6,0

cos
sin

==
α
α . 

2) sinα = 
3
1 , 90°< α <180°. Тогда 

cosα
3

22
9
8

3
11

2
−=−=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−−= ; 

22
1

223
31

cos
sin

−=
⋅

⋅
−=

α
α

=αtg  

3) sinα = 
2

1 , 0°< α <180°, тогда 

cosα = 
2
11

2
11

2

−±=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−±  = ±

2
1 ; 

1
12
21

cos
sin

±=
⋅

⋅
±=

α
α

=αtg . 

№ 58. Известно, что tgα = 
12
5

− . Найдите sinα и соsα. 

α
=α+

2
2

cos
11 tg ; 

α+
=α 2

2

1
1cos
tg

, 

144
251

1cos2

+
=α , 

169
144cos2 =α ;

13
12cos ±=α , 

13
5

1312
125cossin ±=
⋅
⋅

±=α⋅α=α tg . 

№ 59. Постройте угол α, если известно, что sinα = 
5
3 . 

 
Строим прямоугольный треугольник с катетом 3 и гипотену-

зой 5. Угол напротив катета 3 — искомый, так как sinα = 
5
3 . 
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№ 60. Постройте угол α, если известно, что cosα = 
5
3

− . 

Строим прямоугольный треугольник с катетом 3 и гипотенузой 5. 
Угол, смежный с углом β -треугольника – искомый. 

 

Так как cos (180°-β) = -cos β =
5
3

−  = cos α. 

№ 61*. Докажите, что если соsα = cosβ, то α = β. 

По определению cosα = 
R
x1 , где R — радиус окружности с цен-

тром (0; 0), а А(x1; y1) – точка пересечения одной из сторон угла α 
с этой окружностью, если другая сторона совпадает с положитель-
ной полуосью х, и угол α отложен в верхнюю полуплоскость, где 
у>0. 

Аналогично cosβ = 
R
x2 , а В(x2; y2) – соответствующая точка. 

Поскольку cosα = cosβ, то 

R
x1  = 

R
x2 , значит, x1 = x2. 

Так как точки А и В принадлежат окружности с центром (0; 0) 
и радиуса R, то 

x1
2 + у1

2 = R2.  
x2

2 + y2
2 = R2. 

А так как х1 = x2 то у1
2 = y2

2. Поскольку y1, у2— положительные 
числа, то y1 = y2, значит, А (х1; у1) и В (х2; у2) совпадают. 

А значит, α = β. 
Что и требовалось доказать. 

№ 62*. Докажите, что если sinα = sinβ, то либо α = β, либо  
α = 180° – β. 

Пусть А (х1; y1). В (x2; у2) — точки пересечения окружности с 
центром (0; 0) радиуса R со стороной угла α и β соответственно, 
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отложенных от положительной полуоси х в верхнюю полуплос-
кость, где у>0. 

По определению sinα = 
R
y1 ; sinβ = 

R
y2 . Поскольку точки А и В 

лежат на окружности с центром (0; 0) радиуса R, то x1
2 + y1

2 = R2 и  
x2

2 + y2
2 = R2, но y1 = y2, так как sin α = sin β. 

Так как y1 = y2, то х1
2 = х2

2 , |x1| = |x2|. Значит, либо x1 = x2, либо 
x1 = -х2. 

Если х1 = х2, то А и В совпадают и α = β; если x1 = -x2, то опус-
тим перпендикуляры АА1 и ВВ1 из А и В на ось х. Тогда ОА1=ОВ1, 
ОА=ОВ и АА1=ВВ1. 

 

Поэтому ∆OA1A = ∆OВ1B (по трем сторонам), значит, ∠B1OB = 
∠A1OA = β, ∠В1OA = α является смежным с углом A1OA, значит, 
α+β = 180°. То есть 

β = 180-α. 
Что и требовалось доказать. StudyPort.ru
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§ 9. Движение 

№ 1. Докажите, что при движении параллелограмм переходит 
в параллелограмм. 

Диагонали параллелограмма пересекаются в точке, которая де-
лит каждую из них пополам. Но при движении параллелограмм 
перейдет в четырехугольник, у которого диагонали в точке пересе-
чения делятся пополам. А значит этот четырехугольник — парал-
лелограмм. 

Что и требовалось доказать. 

№ 2. В какую фигуру переходит при движении квадрат? Объ-
ясните ответ. 

Поскольку движение — это преобразование одной фигуры в 
другую, сохраняющее расстояния между точками и сохраняющее 
углы между полупрямыми, то квадрат перейдет в фигуру, стороны 
которой будут равны и углы прямые, а значит, эта фигура – квад-
рат. То есть квадрат перейдет в квадрат. 

№ 3. Даны точки А и В. Постройте точку В', симметричную 
точке В относительно точки А. 

На продолжении прямой ВА откладываем отрезок АВ΄=АВ. 

 

№ 4. Решите предыдущую задачу, пользуясь только цирку-
лем. 

A
B1

C

B

D

 
AB = CB = CD = DB1. 
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№ 5. Докажите, что центр окружности является ее центром 
симметрии. 

Любая точка А окружности при сим-
метрии относительно центра окружности О 
отобразится на точку В, лежащую на ок-
ружности. Наоборот, любая точка В ок-
ружности является симметричной некото-
рой точке А, лежащей на той же 
окружности, а значит, при симметрии от-
носительно О окружность отобразится сама 
на себя. Так что О – центр симметрии, что и требовалось доказать. 

№ 6. При симметрии относительно некоторой точки точка Х 
переходит в точку X'. Постройте точку, в которую при 
этой симметрии переходит точка Y. 

 
Центром симметрии является точка О, которая есть середина 

отрезка XX'. Так что Y΄ — точка, симметричная Y относительно 
точки О. 

№ 7. Может ли у треугольника быть центр симметрии? 
При симметрии треугольник перейдет в треугольник, причем 

вершины перейдут в вершины. Допустим, что ∆AВO имеет центр 
симметрии О. Но тогда симметричная точка должна быть либо 
точка В, либо точка С. Допустим, что это В. Следовательно, центр 
симметрии О является серединой АВ. Но тогда точка, симметрич-
ная точке С относительно О, не будет принадлежать ∆АВС. Зна-
чит, у треугольника нет центра симметрии. 
Ответ: не может. 

№ 8. Докажите, что у параллелограмма точка пересечения 
диагоналей является центром симметрии. 

 

StudyPort.ru



 90

Диагонали параллелограмма в точке пересечения делятся попо-
лам, а значит, при симметрии относительно центра О вершины па-
раллелограмма отобразятся на противоположные вершины этого 
же параллелограмма. При симметрии отрезок отображается на от-
резок, поэтому и стороны параллелограмма отобразятся на проти-
воположные стороны, а значит, параллелограмм отобразится сам 
на себя, то есть, О — центр симметрии. 

Что и требовалось доказать. 

№ 9. Докажите, что четырехугольник, у которого есть центр 
симметрии, является параллелограммом. 

Пусть О — центр симметрии какого-то четырехугольника 
ABCD. Возможны три случая симметричного отображения: А в В, а 
С в D, или А в С, а В в D, или А в D, а В в С. 

Если А переходит в В, а С в D, то О — середина отрезка АВ и 
отрезка CD, что невозможно, так как эти отрезки являются разны-
ми сторонами многоугольника ABCD. Аналогично точка А не мо-
жет перейти в точку D, а В в С. Значит А переходит в С, а В в D, 
так что отрезки АС и BD в точке О делятся пополам, но они явля-
ются диагоналями четырехугольника, а значит, этот четырех-
угольник параллелограмм. 

Что и требовалось доказать. 

№ 10*. Даны пересекающиеся прямые и точка, не лежащая на 
этих прямых. Постройте отрезок с концами на данных 
прямых и серединой в данной точке. 

 

Пусть М – точка пересечения прямых a и b. 
Построение: 
1) Построим М1, симметричную М относительно точки О. 
2) Через М1 проводим прямые а1║а и b1║b. 
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3) Точку пересечения прямых а и b1 обозначим А, а точку пере-
сечения прямых b и а1 обозначим В. 

Докажем, что АВ — искомый отрезок. 
Стороны четырехугольника МАМ1В попарно параллельны, так 

как а║а1, b║b1, а значит, МАМ1В — параллелограмм. 
Точка О — середина диагонали ММ1, так как М и М1 – симмет-

ричны относительно точки О. 
Так как диагонали параллелограмма в точке пересечения делят-

ся пополам, то диагональ АВ содержит точку О, которая является 
серединой АВ. Так что искомый отрезок – это АВ. 

№ 11. Что представляет собой фигура, симметричная относи-
тельно данной точки: 1) отрезку; 2) углу; 3) треугольни-
ку? 

1) Фигура, симметричная относительно данной точки отрезку, 
является отрезком. 

2) Фигура, симметричная относительно данной точки углу, яв-
ляется углом. 

3) Фигура, симметричная относительно данной точки треуголь-
нику, является треугольником. 

№ 12. Даны точки А, В, С. Постройте точку С′, симметричную 
точке С относительно прямой АВ. 

 
№ 13. Решите задачу 12, пользуясь только циркулем. 
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№ 14. Чему равны координаты точки, симметричной точке  
(-3; 4) относительно: 1) оси x; 2) оси у; 3) начала коорди-
нат? 

M'M

M'' M0  

1) (-3; – 4); 2) (3; 4); 3) (3; – 4). 

№ 15. При симметрии относительно некоторой прямой точка X 
переходит в точку X'. Постройте точку, в которую при 
этой симметрии переходит точка Y. 

 
Прямая, относительно которой происходит симметрия – сере-

динный перпендикуляр к отрезку XX'. 

№ 16. Докажите, что прямая, содержащая биссектрису угла, 
является его осью симметрии. 
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Пусть ОС — биссектриса ∠АОВ. 
Из любой точки угла АОВ проведем прямую, Х'Х", перпенди-

кулярную биссектрисе угла, Х'Х" ⊥ 0С. 
Рассмотрим ∆OXX' и ∆OXX". 
OX — общая сторона. 
∠X’OX = ∠XOX" (так как ОС — биссектриса). 
∠Х'ХО = ∠Х"ХО = 90° (так как Х'Х" ⊥ 0С). Так что 
∆ОХХ' = ∆ОХХ" (по стороне и двум прилежащим углам). Зна-

чит XX' = XX". 
Значит, точки X' и X" симметричны относительно прямой, со-

держащей биссектрису, а значит, эта прямая является осью сим-
метрии угла. Что и требовалось доказать. 

№ 17. Докажите, что прямая, содержащая медиану равнобед-
ренного треугольника, проведенную к основанию, явля-
ется осью симметрии треугольника. 

У равнобедренного треугольника медиана, проведенная к осно-
ванию, является биссектрисой. 

Так что доказательство данной задачи аналогично доказатель-
ству № 16. 

№ 18. Докажите, что если у треугольника есть ось симметрии, 
то: 1) она проходит через одну из его вершин; 2) тре-
угольник равнобедренный. 

 
Если у треугольника есть ось симметрии, то она является сере-

динным перпендикуляром к одной из его сторон. 
Допустим, что l — серединный перпендикуляр к стороне АС. 
Если бы точка В не принадлежала серединному перпендикуля-

ру l то нашлась бы симметричная точка В΄ в ∆AВС, относительно 
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точки В. А значит ВВ΄║АС, чего не может быть. Так что точка В 
принадлежит оси симметрии. 

Далее ∆AOВ = ∆COВ (по двум сторонам и углу между ними). 
(АО = ОС, ∠АОВ = ∠ВОС = 90°, ВО — общая сторона). 
Так что АВ = ВС, и ∆AВС — равнобедренный. Что и требова-

лось доказать. 

№ 19. Сколько осей симметрии у равностороннего треугольни-
ка? 

 

У равностороннего треугольника три оси симметрии. 

№ 20. Докажите, что прямые, проходящие через точку пересе-
чения диагоналей прямоугольника параллельно его сто-
ронам, являются его осями симметрии. 

 

Через точку О пересечения диагоналей прямоугольника прове-
дем прямые АВ и CD, параллельные сторонам прямоугольника. 
Теперь через произвольную точку на стороне, параллельной СD 
проведем Х′X" — параллельно АВ. Пусть Х — точка пересечения 
Х′X"с прямой CD. Так как АО = ОВ, а Х'Х = АО, Х Х" = ОВ, то 
ХX'=X"Х – поэтому Х′ и X" точки симметричные относительно 
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прямой CD. Значит, прямая CD является осью симметрии прямо-
угольника. 

Аналогично доказывается, что прямая АВ тоже является осью 
симметрии прямоугольника. 

Что и требовалось доказать. 

№ 21. Докажите, что диагонали ромба являются его осями 
симметрии. 

Диагонали ромба пересекаются под прямым углом и точкой пе-
ресечения делятся пополам. 

А значит, BD является серединным перпендикуляром отрезка 
АС. Точка А симметрична точке С относительно ВD. 

Через произвольную точку Х′ про-
ведем, прямую Х'Х", параллельную АС. 
∆BXX=∆ВXX" (по стороне и двум уг-
лам), значит, ХX’’ = ХХ', X' и X" — 
симметричны относительно ВD. А зна-
чит, диагональ BD — ось симметрии. 

Аналогично доказывается, что диа-
гональ АС также является осью сим-
метрии. 

Что и требовалось доказать. 

№ 22. Докажите, что диагонали 
квадрата и прямые, проходящие через точку их пересе-
чения параллельно его сторонам, являются осями сим-
метрии квадрата. 

Так как квадрат — это ромб с прямыми углами, то задача 
доказывается аналогично № 20 и № 21. 

№ 23. Докажите, что прямая, проходящая через центр окруж-
ности, является ее осью симметрии. 

Пусть О — центр окружности, а — 
прямая, проходящая через точку О. Пре-
образование симметрии относительно 
прямой а переводит точку С окружности 
в точку С', а точку О оставляет на месте. 

Возьмем произвольную точку X на 
окружности и построим точку X', сим-
метричную точке Х относительно пря-
мой а. 
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∆OAX = ∆OAX' так как у них углы при вершине А прямые, 
сторона ОА — общая, АХ = АХ' , так как Х и X' – симметричные 
точки. 

Значит ОХ = ОХ', а значит точка X' лежит на окружности. То 
есть, окружность при симметрии относительно прямой а перехо-
дит в себя, так что прямая а – ее ось симметрии. 

Что и требовалось доказать. 

№ 24*. Даны три попарно пересекающиеся прямые а, b, с. Как 
построить отрезок, перпендикулярный прямой b, с сере-
диной на прямой b и концами на прямых a и с? Всегда ли 
задача имеет решение? 

 

Пусть прямые a и с пересекаются в точке К, b и с в точке М, а и 
b в точке N. 

Предположим, что задача решена и отрезок АС с концами на пря-
мых а и с перпендикулярен b и в точке пересечения с прямой b делит-
ся пополам. Точки А и С симметричны относительно прямой b. 

Рассмотрим симметрию относительно прямой b. При этом пря-
мая b отобразится на b; 

точка N — на N (как лежащая на прямой b); 
точка М — на М (как лежащая на прямой b); 
точка К—на К'; 
точка А — на С. 
Следовательно прямая с отобразится на прямую с', проходя-

щую через К', М, А, так как с проходит через К, М, С; 
прямая а — на прямую а', проходящую через точки К', N, С, так 

как прямая а проходит через точки К, N, А. 
Через точку А проходят прямые а и с', через точку С — прямые 

с и а'. 

StudyPort.ru



 97 

Построение. 
1. Строим точку К', симметричную К относительно прямой b. 
2. Через точки К' и М проводим прямую с', симметричную пря-

мой с так как К' симметрична К, а М симметрична М, относитель-
но прямой b. 

3. Через точки К' и N проводим прямую а', симметричную пря-
мой а, так как К' симметрична К, а N – симметрична N, относи-
тельно прямой b. 

4. Обозначим точку пересечения прямых с и а' точкой С, а точ-
ку пересечения прямых а и c' обозначим А. Построим отрезок АС. 

Докажем, что АС — искомый отрезок. 
По построению прямые а и а', с и с' симметричны относительно 

прямой b, А — точка пересечения прямых а и с', значит, симмет-
ричная ей точка это точка пересечения прямых а' и с, то есть точка 
С. Значит точки А и С симметричны относительно прямой b, зна-
чит, АС — искомый отрезок. 

Исследуем, всегда ли задача имеет решения и сколько решений 
возможно. 

Задача не будет иметь решение, если нельзя построить точки А 
и С, то есть, если прямые а и с' или с и a' не пересекаются, то есть, 
если а║с' или с║а'. 

 

Прямые a и с' параллельны тогда и только тогда, когда ∠1 = ∠2 
(соответствующие углы при пересечении прямых a и с секущей b). 

Но прямая С симметрична С', поэтому образует с прямой b угол 
3, равный углу между С' и В, то есть углу 2. Так что 

∠1 = ∠2, ∠2 = ∠3, то есть ∠1 = ∠3. 
Значит, ∆МКN — равнобедренный. 
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То есть если при попарном пересечении прямых a, b, с полу-
чится равнобедренный ∆МNК с основанием MN, лежащим на пря-
мой b, то задача не будет иметь решения. 

Далее заметим, что при любом другом способе построения от-
резок С'А', удовлетворяющий условию задачи, должен быть сим-
метричен относительно прямой b, а значит, его концы должны ле-
жать как на прямых а и с, так и на симметричных прямых а' и с', то 
есть точки А' и С', должны совпадать с построенными точками А и 
С. 

Значит, при любом способе построения задача будет иметь 
единственное решение, если точки пересечения прямых не явля-
ются вершинами равнобедренного треугольника с основанием, 
лежащим на прямой b, в противном случае задача решений не 
имеет. № 25. 1) Постройте точку А1, в которую переходит точка А при 

повороте около точки О на угол 60° по часовой стрелке. 
2) Постройте фигуру, в которую переходит отрезок АВ 
при повороте около точки О на угол 60° по часовой 
стрелке. 

Задача решена в учебнике на стр. 120 п. 86. 

№ 26. Постройте фигуру, в которую переходит треугольник 
АВС при повороте его около вершины С на угол 60°. 

A

C

B1

B

A1

60°
60°

 
AC = A1C; BC = B1C; 
При повороте ∆ABC переходит в равный ему ∆A1B1C. 
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№ 27. Даны точки А, В, С. Постройте точку С', в которую пе-
реходит точка С при параллельном переносе, переводя-
щем точку А в В. 

 

Середина отрезка АС' является серединой отрезка СВ. 

№ 28. Параллельный перенос задается формулами x' = x + 1,  
y’ = y-1. В какие точки при этом параллельном переносе 
переходят точки (0; 0), (1; 0), (0; 2)? 

1) x' = 0 + l = l; y' = 0-l = -l, (0; 0) →(1; – 1). 
2) x' = 1 + l = 2; y' = 0 – l = –l, (1; 0) →(2; – 1).  
3) x' = 0 + l = 1; y' = 2 – l = l, (0; 2) → (1; 1). 

Ответ: (1; –1); (2; –1); (1; 1). 

№ 29. Найдите величины а и b в формулах параллельного пе-
реноса х' = х + а, у' = y + b, если известно, что: 1) точка 
(1; 2) переходит в точку (3; 4); 2) точка (2; – 3) — в точку 
(-1; 5); 3) точка (-1; – 3) — в точку (0; – 2). 

1) Так как точка (1; 2) переходит в точку (3; 4), то 3 = 1 + a,  
4 = 2 + b. Отсюда a = 2, b = 2. 

Аналогично выполняются задания 2) и 3). 
Ответ: 1) a = 2; b = 2; 2) a = –3; b = 8; 3) a = 1; b = 1. 

№ 30. При параллельном переносе точка (1; 1) переходит в 
точку (-1; 0). В какую точку переходит начало коорди-
нат? 

Задача решена в учебнике на стр. 147. 

№ 31. Существует ли параллельный перенос, при котором:  
1) точка (1; 2) переходит в точку (З; 4), а точка (0; 1) — в 
точку (-1; 0); 2) точка (2; – 1) переходит в точку (1; 0), а 
точка (1; 3) — в точку (0; 4)? 

1) (1; 2) → (3; 4); (0; 1) → (-1; 0); 
x = x' + a; 0 = -l + a; 
y = y' + b; l = 0 + b; 
l = 3 + a; a = l; 
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2 = 4 + b. b = l. 
a = -2; b = -2. 
Так как значения а и b не равны в первом и втором случаях, то 

такого параллельного переноса не существует. 
2) (2; – 1) → (1; 0); (1; 3) → (0; 4); 
2 = 1 + а; a = 1; 1 = 0 + а; а = 1; 
-l = 0 + b; b = – 1. 3 = 4 + b; b = – 1. 
Значения а и. b равны, параллельный перенос существует. 

Ответ: 1) нет; 2) да. 

№ 32. Прямые АВ и CD параллельны. Точки А и D лежат по 
одну сторону от секущей ВС. Докажите, что лучи BА и 
CD одинаково направлены. 

Задача решена в учебнике на стр. 149 п. 89. 

№ 33. Докажите, что в задаче 32 лучи ВА и CD противополож-
но направлены, если точки А и D лежат по разные сто-
роны от секущей ВС. 

Выполним параллельный перенос, при котором точка С совме-
щается с точкой В. При этом точка D переходит в точку D1 на пря-
мой АВ, так как АВ║CD. Точки D' и D лежат по одну сторону от 
прямой ВС, так как D'D║ВС. Тогда, точки А и D' лежат по разные 
стороны от точки В. А это значит, что прямые ВА и BD1 противо-
положно направлены, если точки А и D лежат по разные стороны 
от секущей ВС. 

Что и требовалось доказать. 

№ 34. Четырехугольник ABCD — параллелограмм. Среди лу-
чей АВ, ВА, ВС, СВ, CD, DC, AD, DA назовите пары 
одинаково и противоположно направленных лучей. 

 
Одинаково направленные лучи: АВ и CD; ВА и DC; 
АВ и СD; ВА и DС. 
Противоположно направленные лучи: AВ и ВА; ВС и CВ; СD и 

DС; АD и DА; АВ и DС; ВА и СD. 
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№ 35. Докажите, что отрезки равной длины и углы с равной 
градусной мерой совмещаются движением. 

 

Пусть длины отрезков АВ и А1В1 равны. 
Подвергнем отрезок преобразованию симметрии относительно 

прямой а, перпендикулярной отрезку АА1 и проходящей через его 
середину. Получим отрезок А1В2 если В1 и В2 совпадают, то зна-
чит, АВ и А1В2 равны, если не совпадают, то подвергнем отрезок 
А1.В2 преобразованию симметрии относительно прямой b, содер-
жащей биссектрису угла В2A1В1. Так как ∆B2A1В1является равно-
бедренным, то его биссектриса является серединным перпендику-
ляром к В1В2 и, значит, при симметрии относительно прямой b 
точка В2перейдет в точку B1. 

Таким образом, отрезок АВ в результате рассмотренного дви-
жения перешел в отрезок А1В1. 

 

Пусть градусные меры углов АВС и А1В1С1 равны. 
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В результате симметрии относительно прямой а, являющейся 
серединным перпендикуляром к ВВ1, и поворота вокруг В1 на угол 
А2В1С1 угол АВС совместится с углом A1B1C1. Что и требовалось 
доказать. 

№ 36*. У параллелограммов ABCD и А1В1C1D1 АВ = А1В1,  
AD = A1D1 и ∠А = ∠А1. Докажите, что параллелограммы 
равны, то есть совмещаются движением. 

 

Пусть в параллелограммах ABCD, A1B1C1D1 AB = А1B1;  
AD = A1D1, ∠А = ∠А1. 

Так как ∆ABD = ∆A1B1D1 по двум сторонам и углу между ни-
ми, то существует движение, переводящее ∆ABD в ∆A1B1D1  
(см. п. 90). При этом движении луч АО должен совместиться с лу-
чом А1О1 (где О, О1 — точки пересечения диагоналей), так как О и 
О1 — середины отрезков BD и B1D1 которые при данном движении 
совмещаются. 

При движении сохраняется расстояние между точками, значит, 
длины АО и А1О1равны. 

АО = ОС и A1O1 = O1C1 (по свойству диагоналей параллело-
грамма). 

Точка С, лежащая на луче АО на расстоянии, равном 2АО от 
точки А, при данном движении совместится с точкой С2, лежащей 
на луче А1О1 на расстоянии 2АО от точки А. Точка С1 лежит на 
луче А1О1 на расстоянии 2А1О1 = 2АО от точки А1. Так как на дан-
ном луче от данной точки можно отложить только один отрезок 
данной длины, то точки С2 и С1 совпадают. 

Таким образом, при движении, совмещающем ∆ABD с 
∆A1B1D1, точки С и С1 тоже совмещаются, а значит, при этом дви-
жении параллелограмм ABCD совмещается с параллелограммом 
A1B1C1D1. 
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№ 37*. Докажите, что ромбы равны, если у них равны диагона-
ли. 

  

Пусть в ромбах ABCD и А1B1С1 равны диагонали АС и А1С1, 
BD и B1D1. Пусть диагонали ромбов ABCD и A1B1C1D1 пересека-
ются в точках О и O1 соответственно. 

Рассмотрим ∆AOB и ∆A1O1В1: 
∠АОВ = ∠А1О1В1 так как диагонали ромба перпендикулярны, 
АО = А1О1, ВО = В1О1, так как диагонали ромба в точке пере-

сечения делятся пополам и по условию диагонали АС и А1С1, BD и 
B1D1 равны; 

∆AOВ = ∆A1O1В1по двум сторонам и углу между ними, следо-
вательно AB = A1B1. 

Так как в ромбе все стороны равны, то АВ = ВС = CD = AD =  
= A1B1 = B1C1 = C1D1 = A1D1. 

Рассмотрим ∆ АВС и ∆A1B1C1: 
АВ = А1В1; ВС = В1С1 и AC = A1C1 (по условию), ∆ABC =  

= ∆A1В1C1 по трем сторонам, значит, ∠АВС = ∠А1B1С1. 
В задаче № 36* § 9 было доказано, что если две стороны и угол 

между ними одного параллелограмма соответственно равны двум 
сторонам и углу между ними другого параллелограмма, то такие 
параллелограммы равны. 

В ромбах ABCD и A1B1C1D1 АВ = А1B1, ВС = В1С1 ∠АВС =  
= ∠А1В1С1, значит, эти ромбы равны. 

№ 38. Докажите, что две окружности одинакового радиуса 
равны, то есть совмещаются движением. 
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Пусть окружности с центрами О1 и О2 имеют равные радиусы. 
Так как движение сохраняет расстояние между любыми двумя 

точками, то при любом движении расстояние от точек окружности 
до центра сохраняется, а значит, окружность перейдет в окруж-
ность. Теперь рассмотрим параллельный перенос, переводящий 
точку О1 в О2. 

В силу вышесказанного, первая окружность совместится со 
второй. 

Что и требовалось доказать. 
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§ 10. Векторы 

№ 1. На прямой даны три точки А, В, С, причем точка В лежит 
между точками А и С. Среди векторов AB , AC , BA  и 
BC  назовите одинаково направленные и противополож-
но направленные. 

 

Векторы одинаково направлены, если соответствующие полу-
прямые одинаково направлены. 1) BC . AB  и AC  — одинаково 
направлены; 

2) BA  и BC ; BA  и AB ; BA  и AC  — противоположно на-
правлены. 

№ 2. Четырехугольник ABCD — параллелограмм. Докажите 
равенство векторов AB  и DC . 

Задача решена в учебнике на стр. 156 п. 92. 

№ 3. Даны вектор AB и точка С. Отложите от точки С вектор, 
равный вектору AB , если: 1) точка С лежит на прямой 
АВ; 2) точка С не лежит на прямой АВ. 

 

№ 4. Векторы a (2; 4), b  (-1; 2), c  (с1; с2,) отложены от начала 
координат. Чему равны координаты их концов? 

А (0; 0) — начало вектора, 
В (а; b) — конец вектора. 
a  (2; 4). 
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2 = а-0, 
4 = b-0. 
Аналогично находим для a  и b . 

Ответ: (2; 4); (-1; 2); (c1; с2). 

№ 5. Абсолютная величина вектора a  (5; т) равна 13, а век-
тора b  (п; 24) равна 25. Найти т и п. 

Абсолютной величиной вектора называется длина отрезка, изо-
бражающего вектор, a  (а1; а2). 

2
2

2
1 aaa +=  

13 = 225 m+ , 169 = 25 + m2, m2 = 144, m = ±12. 

25 = 22 24+n , 252 = n2 + 242, б25 = n2 + 576, n2 = 49, n = ±7. 
Ответ: m = ±12; n = ±7. 

№ 6. Даны точки А (0; 1), В (1; 0), С (1; 2), D (2; 1). Докажите 
равенство векторов AB  CD  

А (0; 1); В (1; 0). 
AB  = (1–0; 0–1) = (1; –1) 

C (1,2); D(2; 1). 
CD  = (2–1; 1–2) = (1; –1). 
AB  = CD . 

№ 7. Даны три точки А (1; 1). В (-1; 0), С (0; 1). Найдите та-
кую точку D (х; у), чтобы векторы AB  и CD  были рав-
ны. 

Задача решена в учебнике на стр. 158 п. 93. 

№ 8. Найдите вектор c , равный сумме векторов a  и b , и аб-
солютную величину вектора c , если: 

1) a  (1; – 4), b  (-4; 8); 
2) a  (2; 5), b  (4; 3). 

c  = a  + b . 
1) a  (1; – 4), b  (-4; 8),  
c  = (l-4; – 4 + 8), c  (-3; 4). 
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5251694)3( 22 ==+=+−=с  

2) a  (2; 5), b  (4; 3) 
c  = (2 + 4; 5 + 3), c  (6; 8). 

10100643686 22 ==+=+=с  

Ответ: 1) ( ) ;5,4;3 =− cc  ( ) .10,8;6 =cc  

№ 9. Дан треугольник АВС. Найдите сумму векторов: 
1) AC  и СB ; 2) AB  и СB ; 3) AC  и AB ; 4) CA  и СB . 

A
C

B

 
A C

B

 

1) CBACAB +=  

A C

B

C1

A C

B
D

 

2) =1BC СB  3) ABACAD +=  

   CBABAC +=1  

A
C

B
D

 
4) CBCACD +=  
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№ 10. Найдите вектор c  = a  – b и его абсолютную величину, 
если 1) a  (1; – 4), b  (-4; 8); 2) a  (-2; 7), b  (4; – 1). 

c  = a - b  
1) a  (1; – 4), b  (-4; 8), c  (l-(-4); – 4-8). 

c  (5; – 12); 1316914425)12(5 22 ==+=−+=с . 

2) a  (-2; 7), b  (4; – 1), c  (–2 –4; 7–(–1)), )8;6(−c . 

101006436 22 ==+=с
 

Ответ: 1) ;13,)12;5( =cс .10,)8;6( =− cс  

№ 11. Даны векторы с общим началом: AB  и AC . Докажите, 
что AC - AB  = BC . 

Задача решена в учебнике на стр. 169 п. 94. 

№ 12. В параллелограмме ABCD диагонали пересекаются в 
точке М. Выразите векторы AB  и CD  через векторы  
a  = AM , b  = BM . 

AB  = AM  – BM  = a  – b ; 
CD  = – AM  = b  – a . 

№ 13. Начертите три произвольных вектора a , b , c , как на 
рисунке. А теперь постройте векторы, равные: 
1) a  + b  + c ; 2) a - b  + c ; 3) – a  + b  + c . 

1) cbay ++= ; 
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2) cbax +−= ; 3) z  = - a  + b  + c . 

        

Z

 

№ 14. 1) Докажите, что для векторов AB , BC и AC  имеет ме-
сто неравенство | AC |≤| AB |+| BC |. 
2) Докажите, что для любых векторов a и b  имеет место 

неравенство | a +b |≤| a |+| b |. 

1) Неравенство | AC |≤| AB |+| BC | следует из неравенства тре-
угольника: АС < АВ + ВС. 

Неравенство | a  + b  | ≤ | a  | + | b  | следует из того, что для 
векторов AB  и BC , равных соответственно векторам a  и b , име-
ет место неравенство | AC  | ≤ | AB | + | BC |. 

 
№ 15. К горизонтальной балке на двух равных нитях подвешен 

груз весом Р. Определите силы натяжения нитей. 
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Равнодействующая F сил 1F  и 2F  натяжения нитей должна 
быть по величине равна весу Р. 

F является диагональю ромба с острым углом 60°, выходящей 
из этого угла. 

;30cos
2
1

1 °⋅= FF
rr

 
3

3
3

2
32

30cos2
1

PPPF
F ==

⋅

==
o

r
r

. 

№ 16. С какой силой F надо удерживать груз весом С на на-
клонной плоскости, чтобы он не сползал вниз? 

Задача решена в учебнике на стр. 161 п. 95. 

№ 17. Даны точки А (х1; у1) и В (х2, у2). Докажите, что векторы 
AB  и BA  противоположно направлены. 

Задача решена в учебнике на стр. 163 п. 96. 

№ 18. Докажите, что векторы a  (1; 2) и b  (0,5; 1) одинаково 
направлены, а векторы c  (-1; 2) и a  (0,5; – 1) противо — 
положно направлены. 

1) a  (1; 2); b  (
2
1 · 1; 

2
1 ·2); ba

2
1

= ; λ = 
2
1 ; λ> 0, векторы оди-

наково направлены. 
2) c  (-1; 2); d  (0.5;-1); 
d  = – 2 · c ; λ = – 2, λ< 0, векторы противоположно направле-

ны. 

№ 19. Даны векторы a  (3; 2 ) и b  (0; – 1). Найдите вектор  
c  = – 2 a  + 4 b  и его абсолютную величину. 

a  (3; 2), b  (0; – 1); 
c  = – 2 a  + 4 b ; 
–2 a  (–2 · 3; – 2 · 2) = (– 6; – 4); 4 b (4 · 0; 4 · (–1)) = (0; – 4); 
c  (-6 + 0; – 4 + (-4); 

c  (-6; – 8), | c | = ==−+− 100)8()6( 22 10. 
Ответ: (–6; 8); 10. 
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№ 20. Абсолютная величина вектора λ a  равна 5. Найдите λ, 
если: 1) a  (-6; 8); 2) a  (3; – 4); 3) a  (5; 12). 

|λ a | = 5. 
1) a  (-6; 8); | a | = 10064368)6( 22 =+=+−  = 10; 
|λ·10 | = 5; 

λ = ±
2
1  

2) a  (3; – 4); | a  | = ( ) 2516943 22 =+=−+  = 5; 
|λ· 5 | = 5; 
λ = ±1.  

3) a  (5; 12); | a  | = 19614425125 22 =+=+  = 13; 
| λ·13 | = 5; 

λ = ±
13
5 . 

Ответ: 1) ±
2
1 ; 2) ±1; 3) ±

13
5 . 

№ 21. В треугольнике АВС проведена медиана АМ. Докажите, 
что AM  = 

2
1  ( AB  + AC ). 

 
Выполните сложение векторов AB  и AC  по правилу паралле-

лограмма. 
AB  + AB  = AD . 
М — точка пересечения диагоналей параллелограмма, которая 

делит их пополам. 

ADAM
2
1

= ; 2
1 ( AB  + AC .

2
1) AD=  

2
1  ( AB  + AC ) = AM . 

Что и требовалось доказать. 
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№ 22. Точки М и N являются серединами отрезков АВ и CD со-
ответственно. Докажите векторное равенство 

)(
2
1 BDACMN += . 

 

+

),()()(2 DNCNBDACMBMAMN

DNBDMBMN

CNACMAMN

+++++=

++=

++=
 

так как DNCNMBMA −=−= , , то 
BDACMN +=2  

)(
2
1 BDACMN += . 

Что и требовалось доказать. 

№ 23. Дан параллелограмм ABCD, AC  = a , DB  = b . Вырази-
те векторы AB , CB , CD  и AD  через a  и b . 

)(
2
1

2
1

2
1 babaAB +=+= , 

)(
2
1

2
1

2
1 abbaCB −=+−= , 

( )baABCD +−=−=
2
1 , 

( )baCBAD −=−=
2
1 . 

№ 24*. Докажите, что у коллинеарных векторов соответствую-
щие координаты пропорциональны. И обратно: если у 
двух ненулевых векторов соответствующие координаты 
пропорциональны, то эти векторы коллинеарны. 

StudyPort.ru



 113

1) Примем a (x1; у1 ) и b  (x2; y2) коллинеарные векторы, следо-
вательно, согласно доказанному в п. 97, существует число λ≠0, та-
кое, что b  = λ· a  

По определению произведения вектора на число 

⎩
⎨
⎧

⋅λ=
⋅λ=

12

12

yy
xx

, следовательно λ=
1

2

x
x

; λ=
1

2

y
y  

1

2

1

2

y
y

x
x

= , значит, соответствующие координаты векторов a  и 

b  пропорциональны. 

2) Примем a  (x1; у1), b  (х2; у2) и 
1

2

1

2

y
y

x
x

=  = λ, так как a  и b  

ненулевые векторы, то λ≠0, следовательно x2 = λ·x1; y2 = λ·y1 зна-
чит, вектор b  (x2; y2) = λ· a (x1; y1) 

По теореме 10.2, если λ>0, то направление a  совпадает с на-
правлением b , если λ<0, то противоположно ему. 

Таким образом, при любом λ≠0 векторы a  и b  будут коллине-
арны. 

Что и требовалось доказать. 

№ 25. Даны векторы a  (2; – 4), b  (1; 1), с (1; – 2), d  (-2; – 2). 
Укажите пары коллинеарных векторов. Какие из данных 
векторов одинаково направлены, а какие — противопо-
ложно направлены? 

a  (2; – 4) и с  (1;-2); 
λ с  = a ; λ = 2, λ>0, векторы a  и с  коллинеарны и одинаково 

направлены. 
b  (l; l) и d  (-2;-2); 

d  = λb ; λ = -2, λ<0, векторы d  и b  коллинеариы и противо-
положно направлены. 

№ 26. Известно, что векторы a  (1; – 1) и b  (-2; m) коллинеар-
ны. Найдите, чему равно т. 

а(1; – 1), b(-2;m); 
b  = λ a ; λ = – 2, b  (-2; 2), m = 2. 

Ответ: 2. 
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№ 27. Даны векторы a  (1; 0), b  (1; 1) и с  (-1; 0). Найдите та-
кие числа λ и µ, чтобы имело место векторное равенство 
с  = λ a  + µ b . 

a  (1; 0), b  (1; 1), с  (-l; 0), так как с  = λ a  + µ b , то 

⎩
⎨
⎧

µ+⋅λ=
µ+λ=−

.00
,1

 

⎩
⎨
⎧

−=λ
=µ

.1
,0

 

Ответ: – 1 и 0. 

№ 28. Докажите, что для любых векторов a и b  ( a b )≤ a 2 b 2. 

a b  = | a║b | cos α, где α — угол между векторами a  и b . 
Так как | cos α | < 1, то ( a b )2 < a 2 b 2. 

№ 29. Найдите угол между векторами a  (l;2) и b  (l;
2
1

− ). 

a  (1; 2), b  (l; 
2
1

− ); 

a · b  = l·l + 2·(
2
1

− ) = 0. 

Скалярное произведение векторов равно нулю, значит угол ме-
жду ними прямой. 
Ответ: 90°. 

№ 30*. Даны векторы a  и b . Найдите абсолютную величину 
вектора a  + b , если известно, что абсолютные величины 
векторов a  и b  равны 1, а угол между ними 60°. 

( a  + b )2 = a 2 + 2· a · b  + b 2 = | a  |2 + 2| a  |·| b  | соs α + | b  |2, 
где α — угол между векторами a  и b . ( a  + b )2 = | ( a  + b ) |2. 

( a  + b )2 = 1 + 2·1·1·
2
1  + 1 = 3. 

(| a  | = 1, | b  | = 1, cos α = cos 60° = .
2
1 . 

| a  + b  |2 = 3; | a  + b  | = 3 . 

Ответ: 3 . 
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№ 31. Найдите угол между векторами a  и a  + b  задачи 30*. 

Примем | a  | = | b  | = 1. ( a ^ b ) = 60°. 

a  · ( a  + b ) = a 2 + a · b  = | a | · | b  | cos 60° = 1 + 1·
2
1  = 1,5. 

В задаче № 30 найдена | a  + b  | = 3 . 
a  · ( a  + b ) = | a  | · | ( a  + a ) | cos ( a ; a  + b ). 
| a║ a  + a  | cos ( a ; a  + b ). 

( ;cos a ^ )
2
3

3
35,1

3
5,15,1

===
+

=+
baa

ba  

Значит, ( a ; a  + b ) = 30°. 
Ответ: 30°. 

№ 32. Даны вершины треугольника А (1; 1), В (4; 1), С (4; 5). 
Найдите косинусы углов треугольника. 

А (1; 1), В (4; 1), С (4; 5 )  
1) AB  (4-1; 1-1), AB  (3; 0), | AB  | = 309 =+ ,  

AC  (4-1; 5-1), AC  (З; 4), | AC  | = 169 +  = 5. 
AB · AC  = 9 + 0 = 9. AB · AC  = | AB |·| AC |cosA. 

cosA = 
5
3

53
9

=
⋅

 = 0,6.  

cos A = 0,6. 
2) BA  (-3; 0). | BA | = 3.  
BC  (4–4; 5-1), BC  (0;4). | BC  | = 4. BA· BC  = – 3· 0 + 0· 4 = 0. 

BA· BC  = | BA |·| BC | cos В. 
0 = 3·4cosB, cos B = 0. 
3) CB  (0; – 4), | CB  | = 4. 
CA  (-3; – 4), | CA | = 5. 
CB · CA  = 0 · (-3) + (-4) · (-4) · (-4) = 0 + 1б = 16. 
CB · CA  = | CB |·| CA |cosC. 

16 = 4 · 5 cos С, cos C = 
5
4

54
16

=
⋅

 = 0,8. 

cos С = 0,8. 
Ответ: 0,6; 0; 0,8. 
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№ 33. Найдите углы треугольника с вершинами А (0; 3 ),  

B(2; 3 ), С (
2
3 ; 

2
3 ). 

А (0; 3 ), B(2; 3 ), С (
2
3 ; 

2
3 ). 

1) AB  (2-0; 33 − ), AB  (2; 0), | AB  | = 2.  

AC  ;0
2
3( −  )3

2
3
− , AC  ( ;

2
3  

2
3

− )· 

3
4
3

4
9

=+=AC . 

.3
2
30

2
32 =⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−⋅+⋅=⋅ ACAB  

.cos AACABACAB ⋅=⋅  

Acos323= , °=∠=
/⋅

⋅/
=

⋅
= 30,

2
3

32
33

32
3cos AA  

2) BA (-2; 0), | BA | = ( ) .2402 22 ==+−  

,3
2
3;2

2
3

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−−BC  

.1
4
3

4
1

2
3

2
1,

2
3;

2
1

22

=+=⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−=⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−− BCBC  

BA· BC  = – 2·( – 
2
1 ) + 0·( – 

2
1 ) = 1. 

BA· BC  = | BA |·| BC  | cos В.  

1 = 2 · 1 cos В, сов В = 
2
1 , ∠В = 60°. 

3) Сумма углов треугольника равна 180°, тогда,  
∠С = 180°-(∠А + ∠В) = 180°-(30° + 60°) = 90°. 

Ответ: 30°, 60°, 90°. 
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№ 34. Докажите, что векторы a  (т; п) и b  (-n; т) перпендику-
лярны или равны нулю. 

Векторы перпендикулярны, если их скалярное произведение 
равно нулю. 

a  · b  = | a  | · | b  | cos α. 
a  · b  = m · (-n) + n · m = 0, | a  | ≠ 0, | b  | ≠ 0, тогда, cosα = 0,  

α = 90°. 
Векторы a  (т; n) и b  (-n; m) перпендикулярны. 
Если| a  | = 0, то m2 + n2 = 0, значит m = n = 0, a  = b  = 0. Ана-

логично, если | b  | = 0, то a  = b  = 0. 

№ 35. Даны векторы a  (3; 4) и b  (m; 2). При каком значении т 
эти векторы перпендикулярны? 

Векторы перпендикулярны, если их скалярное произведение 
равно нулю. 

a  · b  = | a  | · | b  | cos 90°, a  (3; 4), b  (m; 2). 
0 = 3 · m + 4 · 2. 

3m = —8, m = 
3
8

− , m = 
3
22− . 

Ответ: 
3
22− . 

№ 36. Даны векторы a  (1; 0) и b  (1; 1). Найдите такое число λ, 
чтобы вектор a  + λ b b был перпендикулярен вектору a . 

Имеем: a  ( a  + λb ) = 0, a 2 + λ( a b ) = 0, λ( a b ) = – a 2. 

.1
1
12

−=−=−=λ
ba

a  

Ответ: –1. 

№ 37. Докажите, что если a  и b  — единичные неколлинеар-
ные векторы, то векторы a  + b  и a - b  отличны от нуля 
и перпендикулярны. 

Найдем скалярное произведение векторов ( a  + b ) и ( a - b ). 
( a  + b ) ( a - b ) = a  2- b 2 = | a |2 –  | b |2 = 1-1 = 0. Значит, ( a  + b ) 

и ( a - b ) перпендикулярны. 
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№ 38*. Докажите, что сумма квадратов диагоналей параллело-
грамма равна сумме квадратов его сторон. 

Задача решена в учебнике на стр. 166 п. 98. 

№ 39*. Даны стороны треугольника а, b, с. Найдите его медианы 
ma, mb, тc. 

В ∆ABC, где а = ВС, b = AC, с = АВ, медианы АА1 = ma, ВВ1 = 
тb, CC1 = mc. 

 

Продолжим медианы АА1, ВВ1, СС1 за точку A1, В1 С1 соответ-
ственно и на их продолжении отложим A1D2 = AA1, В1D3 = ВВ1 и 
C1D1 = CC1. 

В четырехугольниках ABD2C, BCD3A и BCAD1 диагонали в 
точке пересечения делятся пополам, значит, эти четырехугольники 
являются параллелограммами. 

В задаче 38* § 10 было доказано, что сумма квадратов диагона-
лей параллелограмма равна сумме квадратов его сторон, поэтому 
для параллелограмма ABD2C можно записать: 

AD2
2 + BC2 = 2AB2 + 2AC2 или (2ma)2 + a2 = 2c2 + 2b2, 

значит, 

;
4
22 222

2 abcma
−+

=  

;22
2
1

4
22 222

222
abcabcma −+=

−+
=  

для параллелограмма BCD3A: 
BD3

2 + AC2 = 2BA2 + 2BC2; (2mb )2 + b2 = 2a2 + 2c2; 
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4
22 222

2 bcamb
−+

= ; 
222 22

2
1 bcamb −+= ; 

для параллелограмма ВСDА1: 
CD1

2 + AB2 = 2AC2 + 2CB2; (2mc)2 + c2 = 2a2 + 2b2; 

;
4
22 222

2 cbamc
−+

=  

.22
2
1 222 cbamc −+=  

Ответ: ;22
2
1 222 abcma −+=  

222 22
2
1 bcamb −+= ; 

.22
2
1 222 cbamc −+=  

№ 40. Докажите, что геометрическое место точек, сумма квад-
ратов расстояний от которых до двух данных точек по-
стоянна, есть окружность с центром в середине отрезка, 
соединяющего данные точки. 

 

Примем ХА2 + ХВ2 = т, т > О, значит, существует с = m , 
следовательно ХА2 + XB2 = с2. По теореме, обратной теореме Пифа-
гора, ХА и ХВ являются катетами прямоугольного треугольника, 
гипотенуза которого равна с, но если ХА и ХВ — катеты, то гипо-
тенузой является отрезок АВ. Примем О — середина АВ, следова-
тельно: 

( )XBXAXO +=
2
1 ; 

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ∠⋅⋅++= AXBXBXAXBXAXO cos

4
1 222  
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222

4
1

4
1 ABXBXA ⋅=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=  

22

4
1 ABXO = , ABXO ⋅=

2
1 . 

Значит, X принадлежит окружности с центром О и радиусом, 

равным 
2
1 · АВ. 

Что и требовалось доказать. 

№ 41. Векторы a  + b  и a - b  перпендикулярны. Докажите, что 
| a  | = | b  |. 

Так как ( a  + b ) и ( a - b ) перпендикулярны, 
то ( a  + b )·( a - b ) = 0. то есть a 2- b 2 = 0. 

a 2 = b 2, | a  | = | b  |. 
Что и требовалось доказать. 

№ 42. Докажите с помощью векторов, что диагонали ромба 
перпендикулярны. 

 

В ромбе ABCD: 
AC  = AB  + BC . 
BD  = BC  + CD  = BC - AB .  
AC · BD  = ( BC  + AB ) ( BC - AB ) = BC 2- AB 2 =  

= | BC  |2 – | AB | 2 = 0. 
Значит, AC  ⊥ BD . 
Что и требовалось доказать. 
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№ 43. Даны четыре точки А (1;1), В (2; 3), С (0; 4), D (-1; 2). 
Докажите, что четырехугольник ABCD — прямоуголь-
ник. 

А (1; 1), В (2; 3), С (0; 4), D (-1; 2). 
AB  (2-1; 3-1) = AB  (1; 2),  
DC  (0 + 1; 4-2) = DC  (1; 2).  
AB  = DC . Значит, ABCD — параллелограмм. 
AD  (-1-1; 2-1) = (-2; 1). AB  · AD  = 1 · (-2) + 2 ·1 = -2 + 2 = 0. 
Значит, ∠ BAD = 90°, ABCD — прямоугольник. 

№ 44. Даны четыре точки А (0; 0), В (1; 1), С (0; 2), D (-1; 1). 
Докажите, что четырехугольник ABCD — квадрат. 

А (0; 0), В (1; 1), С (0; 2), D (-1; 1). 

Примем О1— середина АС, О1 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++

2
20;

2
00 ; О1 = (0;1). 2 

О2 – середина BD, О2 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++−

2
11;

2
11 ; О2 = (0; 1) 

Отрезки АС и BD пересекаются в точке О (0; 1) и делятся этой 
точкой пополам, значит, ABCD — параллелограмм. 

AC  = (0; 2); | AC  |2 = AC  · AC  = 0 · 0 + 2 · 2 = 4; | AC | = 2. 
BD  = (-2; 0); | BD  |2 = BD · BD  = 4; | BD  | = 2. 
Так как диагонали параллелограмма ABCD равны, то он явля-

ется прямоугольником. 
AC · BD  = 0 · (-2) + 2 · 0 = 0. 
Таким образом, АС ⊥ BD, прямоугольник ABCD — ромб, зна-

чит, четырехугольник ABCD — квадрат. 
Что и требовалось доказать. 

№ 45. Среди векторов a ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−

3
4;

5
3 , b ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

3
2;

3
2 , c (0; – 1),  

d  ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

5
4;

5
3  найдите единичные и укажите, какие из них 

коллинеарны. 

a ,
5
4;

5
3

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛− b ,

3
2;

3
2

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ с ( ),1;0 − d ,

5
4;

5
3

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −
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;1
25
16

25
9

5
4

5
3 22

=+=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−=a  

a  — единичный вектор. 

;1
9
8

9
4

9
4

3
2

3
2 22

≠=+=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=b  

b  — не является единичным. 

( ) ;11102 ==−+=c  

с  — единичный вектор. 

;1
5
4

5
3 22

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=d  

d  — единичный вектор. 

;1
5
3:

5
3

5
3:

5
3

−=−=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−  

a  и b , a  и с , b  и с , b  и d , с  и d  — неколлинеарны. a  и d  
— коллинеарны. 

№ 46. Найдите единичный вектор e , коллинеарный вектору 
a  (6; 8) и одинаково с ним направленный. 

a  (6; 8) = k · e  (х; у). 

⎩
⎨
⎧

=
=

.8
,6

ky
kx

 

| e | = 1, то х2 + у2 = 1. 
Решим систему: 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=+

=
=

.1

;8
;6

22 yx

ky
kx

 

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

=+

=

=

.16436

;8

;8

22 kk

k
y

k
x

 

StudyPort.ru



 123

1100
2 =

k
; k2 = 100; k1 = 10; k2 = – 10 – не подходит, так как a  и 

e одинаково направлены. 
х = 0,6; 
y = 0.8. 

Ответ: (0.6; 0,8). 

№ 47. Даны координатные векторы 1e  (1; 0) и 2e  (0; I). Чему 

равны координаты вектора 2 1e -3 2e ? 

1e  (1; 0). 2e  (0; 1). 

2 1e -3 2e  = (2 · 1-3 · 0; 2 · 0-3 · 1) = (2; – 3). 
Ответ: (2; –3). 

48*. 1) Даны три точки О, А, В. Точка X делит отрезок АВ в 
отношении λ:µ, считая от точки А. Выразите вектор ОХ 
через векторы OA  = a  и OB  = b . 2) Докажите, что ме-
дианы треугольника пересекаются в одной точке,которая 
делит их в отношении 2:1, считая от соответствующих 
вершин. 

1)

 

AB  = OB - OA  = b - a . 

Χ делит АВ в отношении λ:µ считая от А, значит 
µ
λ

=
XB
AX . 

Так как АВ = АХ + ХВ, то 
µ+λ

λ
=

AB
AX , ABAX ⋅

µ+λ
λ

= значит 

ABAX ⋅
µ+λ

λ
= . 
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=
µ+λ

−λ+⋅µ+λ
=−

µ+λ
λ

+=+=
)()(

)(
aba

abaAXOAOX

µ+λ
λ+µ

=
µ+λ

λ−λ+µ+λ
=

baabaa . 

µ+λ
λ+µ

=
baOX . 

A C

B

M
O

N

b

c

2)

 

µ
λ

=
ON
CO

 

µ+λ

⋅λ+µ
=

cb
AO 2

1

 

Но AO  коллинеарен cbAM
2
1

2
1

+=  

Следовательно, 

2
1

2
1

2
1

µ+λ

λ

=µ+λ
µ

 

1
2

=
µ
λ

 

Что и требовалось доказать. 

№ 49. Докажите, что проекция a  вектора c  на ось абсцисс с 
координатным вектором 1e  (1; 0) задается формулой  

a  = 1ek , где k  = 1ce . 

Примем c  (х; у), следовательно, его проекция на ось абсцисс а 
(х; 0), так как 1e  (1; 0), то a  = х· 1e . с · 1e  = x·l + y·0 = x. 
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То есть, заменив х на k , получим: 

a  = k · 1e , k  = c · 1e  
Что и требовалось доказать. 

№ 50. Докажите, что проекция суммы векторов на ось равна 
сумме проекций слагаемых на ту же ось. 

Примем a  (x1; у1), b  (х2; у2). a  + b  = с  (x1 + x2; y1 + y2). 
Проекция этих векторов на ось абсцисс 1a  (х; 0), 

1b  (x2; 0); 1с  (x1 + x2; 0), так как 1a  + 1b  = ( x1 + x2; 0), то 1a  +  

+ 1b  = 1с . 

Аналогично, если 2a , 2b , 2с  проекпии векторов 1a , 1b , 1с  на 

ось ординат, то 2a  (0; у1); 2b  (0; у2); 
);0( 211 yyс +  

и 222 cba =+ . 
Что и требовалось доказать. 
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